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 ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΕΣ ΠΑΝΕΛΛΗΝΙΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ 

Γ΄ΤΑΞΗΣ  ΗΜΕΡΗΣΙΟΥ ΓΕΝΙΚΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ  

ΠΕΜΠΤΗ 14 ΙΟΥΝΙΟΥ 2012  

ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟ ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ  

ΘΕΤΙΚΗΣ ΚΑΙ ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΗΣ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ 
 

ΘΕΜΑ Α 
 

A1. Έστω μια συνάρτηση f παραγωγίσιμη σε ένα διάστημα (α, β), με εξαίρεση ίσως ένα 
σημείο του x0, στο οποίο όμως η f είναι συνεχής. Αν f΄(x)>0 στο (α, x0) και f΄(x)<0 
στο (x0, β), τότε να αποδείξετε ότι το f(x0) είναι τοπικό μέγιστο της f.    
(Απάντηση : Θεώρημα (i) σελ. 262 σχολικού βιβλίου) 

Μονάδες 7 
 

A2. Πότε δύο συναρτήσεις f και g λέγονται ίσες; 
(Απάντηση : Ορισμός σελ.141 σχολικού βιβλίου) 

Μονάδες 2 
 

A3. Να διατυπώσετε το θεώρημα Rolle. 
(Απάντηση : Θεώρημα σελ. 246 σχολικού βιβλίου) 

Μονάδες 6 
 

A4. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό σας, 
δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση, τη λέξη Σωστό, αν η πρόταση 
είναι σωστή, ή Λάθος, αν η πρόταση είναι λανθασμένη. 
 

i. Η γραφική παράσταση της συνάρτησης -f είναι συμμετρική, ως προς τον άξονα 
x΄x, της γραφικής παράστασης της f. (Απάντηση :   Σ  δες σελ. 136 α) ) 
 

ii. Η διανυσματική ακτίνα του αθροίσματος των μιγαδικών α+βi και γ+δi είναι το 
άθροισμα των διανυσματικών ακτίνων τους.  (Απάντηση :   Σ  δες σελ. 88-89 ) 

 

iii. Αν είναι 0<α<1 τότε


x

x
lim α =   (Απάντηση :   Λ  δες σελ. 185 ) 

 
iv. Αν μια συνάρτηση f δεν είναι συνεχής σε ένα σημείο x0, τότε δεν μπορεί να είναι 

παραγωγίσιμη στο x0   (Απάντηση :   Σ  δες σελ. 218 ) 
 

v. Έστω f μια συνεχής συνάρτηση σε ένα διάστημα [α, β]. Αν G είναι μια 

παράγουσα της f στο [α, β], τότε   
β

α
f(t)dt =G(α) G(β)    

 (Απάντηση :   Λ  δες σελ. 334 ) 
Μονάδες 10 
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ΘΕΜΑ Β 

Θεωρούμε τους μιγαδικούς αριθμούς z, με z≠-1 για τους οποίους ο αριθμός 




z 1
w=

z 1
 είναι 

φανταστικός. Να αποδείξετε ότι: 
 

Β1. |z|=1 
Μονάδες 7 

Β2. O αριθμός 
 

 
 

4
1

z
z

 είναι πραγματικός.  

Μονάδες 6 

Β3.  
 

   
 

1 2

1 2

1 1
z z 4

z z
 όπου z1, z2 δύο από τους παραπάνω μιγαδικούς αριθμούς z 

Μονάδες 6 

Β4. Οι εικόνες των μιγαδικών αριθμών u, για τους οποίους ισχύει  
i

u ui = w
w

, w≠0 

ανήκουν στην υπερβολή x2-y2=1 
Μονάδες 6 

 
Λύση : 

Β1. 








 )1)(1()1)(1(

1

1

1

1
zzzz

z

z

z

z
wwIw  

 1112211
2

 zzzzzzzzzzzzzz  

 ( Απόδειξη: το ότι wwIw   ισχύει γιατί : 

wwww
ww

wIw 


 00
2

0)Re( ) 

 

Β2. Έστω ο μιγαδικός αριθμός 

4
1










z
zv . Θα δείξω ότι v .  

Έχω : 
z

zzzzz
1

111
2

  

Άρα : v
z

z
z

zz
z

z

zz
zv 
































































444

4

4
111

1

111
 

Δηλ.  vvv .  

( Απόδειξη: το ότι vvv   ισχύει γιατί : 

vvvv
i

vv
vv 


 00

2
0)Im( ) 
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Β3. Σύμφωνα με την εκφώνηση για τους μιγαδικούς αριθμούς 21, zz  ισχύει  ότι    

121  zz . Άρα ισχύει :  11z
1

111

2

1

1
11

z
zzzz  , ομοίως 

2

2

1

z
z  .  

Έχω : 244))((4)(
11

21

2

21212121

21









 zzzzzzzzzz

zz
 (1) 

Η σχέση (1) ισχύει γιατί λόγο της τριγωνικής ανισότητας έχω :  

 2121 zzzz  1121 zz 221  zz  

 

Β4.    Έχω τη σχέση w
w

i
uiu   

Θέτω yixu   και iw   , όμως 00)Re(  wIw , άρα iw  . Έτσι 

:  

 




iyxiyixi
i

i
iyixyixw

w

i
uiu

yixu

iw







1
)(  




















xy

yx
iixyyx

1
1

)()(












)3(,

)2(,
1





yx

yx
 

 Η (2) λόγο της (3) γίνεται : 11))((
1 22 


 yxyxyx
yx

yx  

Άρα οι εικόνες των μιγαδικών αριθμών u, ανήκουν στην (ισοσκελή) υπερβολή : 

122  yx .  
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ΘΕΜΑ Γ  
Έστω η συνεχής συνάρτηση f:ℝ→ℝ, για την οποία ισχύει: 

xf(x)+1= ex, για κάθε x∈ℝ.  

Γ1. Να αποδείξετε ότι 
 





x

 
e 1

,   x 0f(x)= x
1       ,   x=0

 

Μονάδες 6 
Γ2. Να αποδείξετε ότι ορίζεται η αντίστροφη συνάρτηση f–1 και να βρείτε το πεδίο ορισμού 
της. 

Μονάδες 6 
Γ3. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της f στο σημείο 
Α(0,f(0)). Στη συνέχεια, αν είναι γνωστό ότι η f είναι κυρτή, να αποδείξετε ότι η εξίσωση 

2f(x)=x+2, x∈ℝ 
έχει ακριβώς μία λύση. 

Μονάδες 8 

Γ4. Να βρείτε το   
 

 
 

x 0

lim x( nx) n f(x)  

Μονάδες 5 
Λύση : 

Γ1. Έχω 
x

e
xfexxfexxf

xx
xx 1

)(1)(1)(
0 




 για κάθε 0x . Αρκεί τώρα να 

βρω το )0(f . Από εκφώνηση η )(xf  είναι συνεχής στο  , άρα η )(xf  συνεχής και στο 

00 x , δηλ. 
0

0

00

1
lim)(lim)0(

DLH

x

xx x

e
xff 











 )(

)1(
lim

0 x

e x

x
1

1
lim

0




x

x

e
.  

Άρα : 






 



1

1

)( x

e

xf

x

 

0,

0,





x

x

. 

 

Γ2. Για να δείξουμε ότι ορίζεται η αντίστροφη συνάρτηση 1f , αρκεί να δείξουμε ότι η f  

είναι 1-1 άρα ότι η f  είναι γνησίως μονότονη. Έτσι για κάθε 0x  έχω : 

22

1)1(1
)(

x

exe

x

exe

x

e
xf

xxxxx 














 
 . 

 0)(xf 010
1

2


 xx
xx

exe
x

exe
. Η τελευταία εξίσωση για να λυθεί θέλει 

προφανή ρίζα, έτσι θέτω 1)(  xx exexg , x  0010)(  xexexg xx  

προφανής ρίζα. Το πρόσημο της f  , εξαρτάται αποκλειστικά από το πρόσημο της )(xg , 

οπότε για να βρω το πρόσημο της )(xg  θα μελετήσω πρώτα τη )(xg  ως προς τη 

μονοτονία. Έτσι έχω : xxx xeexeexg  )( , 000)(  xxexg x  
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x -  0                    +  

)(xg   - 0 + 

)(xg  γν. φθίνουσα  γν. αύξουσα 

Άρα για :  

 0)(0)()0()(0 


xfxggxgx
g

 

 0)(0)()0()(0 


xfxggxgx
g

 

Δηλαδή :  
x -  0                    +  

)(xf   + 0 + 

)(xf  γν. αύξουσα  γν. αύξουσα 

 

Άρα η f  είναι γνησίως αύξουσα για κάθε x (αφού είναι συνεχής και στο 00 x ) και 

άρα η f είναι 1-1 οπότε ορίζεται και η αντίστροφη συνάρτηση 1f .  

Για να βρούμε το πεδίο ορισμού της 1f , αρκεί να βρούμε το σύνολο τιμών της f .  

Η f  είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής στο ),(  , άρα  

 )(lim),(lim)( xfxff
xx 

 .  

Έχω :    


)(lim xf
x

0
1

lim 


 x

e x

x
,       


)(lim xf

x










DLH

x

x x

e 1
lim 

 1
lim

x

x

e
 

Άρα :    


,0)(lim),(lim)( xfxff
xx

. 

 

Γ3. Έστω )(  η εφαπτομένη της fC  στο σημείο  )0(,0 f . Τότε 

)0)(0()0(:)(  xffy . Από Γ1. 1)0( f . Αρκεί να βρω το )0(f  .  







 0

)0()(
lim)0(

0 x

fxf
f

x





 x

x

e x

x

1
1

lim
0





 x

x

xe x

x

1

lim
0

0

0

20

1
lim

DLH

x

x x

xe






0

0

0 2

1
lim

DLH

x

x x

e





 

2

1

2
lim

0




x

x

e
. Άρα 1

2

1

2

1
1)0)(0()0(:)(  xyxyxffy .  

Επειδή η f  είναι κυρτή, άρα η fC  βρίσκεται πάνω από την εφαπτομένη )( , εκτός από 

το σημείο επαφής, δηλαδή ισχύει : 2)(21
2

1
)()(  xxfxxfyxf  για κάθε 

x  και το ΄΄=΄΄ , δηλ. 2)(2  xxf  ισχύει μόνο στο σημείο επαφής της fC  με την )(  

στο σημείο επαφής για 00 x . Επομένως η εξίσωση 2)(2  xxf  έχει ακριβώς μια λύση 

την 00 x .  
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Γ4. Έχω :  


))(ln()(lnlim
0

xfxx
x

  0))(ln(lnlim
0




xfxx
x

 γιατί :  

 
)(0

0
)ln(lim







xx

x










x

x

x 1

ln
lim

0
















x

x

x
1

)(ln
lim

0





2

0 1

1

lim

x

x
x x

x

x

2

0
lim




0)(lim
0




x
x

 

    01ln)0(ln)(lnlim
.1

0




 
fxf

x
 

 
 
 
 
 
 
 
 

ΘΕΜΑ Δ 
Έστω η παραγωγίσιμη συνάρτηση :f  με ),0(   για την οποία ισχύουν 

σχέσεις:  

 ]0,()( f  

 η παράγωγος της f είναι συνεχής στο ),0(  , και 

 
   
   
   

   
x

f(x) f(t)

1

1 1
2f(x) x e = e f (t) t dt 2

x t
 

Θεωρούμε επίσης τη συνάρτηση  
 x

 1
F(x) f(t)dt , x>0 

 

Δ1. Να αποδείξετε ότι 
 
 
 


2

2x
f(x) n

x 1
, x>0 

Μονάδες 8 
Δ2. Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της F έχει μοναδικό σημείο καμπής 
Σ(x0,F(x0)), x0>0, το οποίο και να βρείτε. Στη συνέχεια να αποδείξετε ότι υπάρχει 

μοναδικό ξ∈(x0,β) με β>x0, τέτοιο ώστε η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της F 
στο σημείο M(ξ,F(ξ)) να είναι παράλληλη προς την ευθεία 

0)1(2012)1()(:)(   yxF  

Μονάδες 6 
Δ3. Αν β>1, να αποδείξετε ότι η εξίσωση 

         
 

35F(β) 1 β)f(β) x β 1) x 1
0

x 1 x 3
 

έχει μία τουλάχιστον ρίζα, ως προς x, στο διάστημα (1,3) 
Μονάδες 5 

Δ4. Να αποδείξετε ότι  

 
 
 
 

 
2 x  x

 x  1

t
f dt tf t dt

x
, για κάθε x>0 

Μονάδες 6 
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Λύση : 

Δ1. Έχω : 2
1

)(
1

)(2
1

)()( 
















  dt

t
ttfee

x
xxf

x
tfxf  (1) , για κάθε 0x . 

Για να βρούμε τον τύπο της f  : παραγωγίζω και τα 2 μέλη της (1) και έχω :  










































 

x
tfxf dt

t
ttfee

x
xxf

1

)()( 2
1

)(
1

)(2  

0
1

1)(2
1

)()(
11

1)(2 )(

2

)()()(

2




































 xfxfxfxf e

x
xf

x
xxfexfe

x
xe

x
xf  

  c
x

xe
x

xe
x

exfe
x

xf xfxfxfxf 























  1

2
1

2
1

1)(2
1

1)(2 )()(

2

)()(

2
 (2) 

Για  1x  η (1) γίνεται 01)1(22)1(2 )1()1(  ff efef , έστω 1)(  xexxg , με 

gD  τότε :     )0()1(0)1(
0)0(

gfgfg
g




, όμως 01)(  xexg  άρα η 

"11:")(  gxg , άρα   0)1()0()1(
'11:'




fgfg
g

.  

Άρα στη (2) για 1x  έχω : 022
1

1
12 )1(  ccce f

.  

Άρα η (2) για κάθε 0x  γίνεται : 

 

x
xe xf 1

2 )( 






 






 

x

x
e

x

x
e

x

x
e xfxfxf

2

1
lnln

2

11
2

2
)(

2
)(

2
)(  








 


x

x
xf

2

1
ln)(

2








 


x

x
xf

2

1
ln)(

2








 


1
2

2

1
ln)(

x

x
xf 












1

2
ln)(

2x

x
xf , 0x .  

 

Δ2. Η f  είναι παραγωγισιμη άρα και συνεχής, οπότε η συνάρτηση : 
x

dttfxF
1

)()(  είναι 

παραγωγισιμη με )()( xfxF   και 









































1

2

1

2

1

1

2
ln)()(

2

2

2 x

x

x

xx

x
xfxF  

)1(

1

)1(2

422

)1(

22)1(2

2

1
2

2

2

22

22

22


















xx

x

xx

xx

x

xxx

x

x
.  

1010
)1(

1
0)( 2

2

2





 xx

xx

x
xF  δεκτή ή 1x  απορ. αφού από εκφ. 0x .  

 

x 0  1                   +  

)(xF   + 0 - 

)(xF       

 
Τα πρόσημα του παραπάνω πίνακα έχω προκύπτουν ως εξής :  
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)1,1(010
)1(

1
0)( 2

0,
0)1(

2

2

2










xx
xx

x
xF

x
xx



, όμως πρέπει 0x , άρα τελικά  

)1,0(0)(  xxF . 

),1()1,(010
)1(

1
0)( 2

0,
0)1(

2

2

2










xx
xx

x
xF

x
xx



, όμως πρέπει 0x , άρα 

τελικά  ),1(0)(  xxF . 

Άρα όπως βλέπουμε και από τον πίνακα η )(xF  έχει σημείο καμπής το    0,1)1(,1  F , 

δηλαδή 010 x .  

Έστω )(  η εφαπτομένη της FC  στο  )(,  F , η 

1

)(
)(0)1(2012)1()(:)//()(






 

F
FyxF . Δηλαδή αρκεί να 

δείξω ότι υπάρχει ),1(    τέτοιο ώστε 
1

)(
)(








F
F . Θα εφαρμόσω Θ.Μ.Τ. για την 

)(xF  στο ],1[  .  

 Η )(xF  συνεχής στο ],1[   (Έδειξα ότι η )(xF  είναι παραγωγισιμη άρα και συνεχής) 

 Η )(xF  παραγωγισιμη στο ),1(    

Άρα από Θ.Μ.Τ. υπάρχει ),1(    τέτοιο ώστε 
1

)(

1

)1()(
)(


















FFF
F  

Επειδή 0)(  xF  στο ),1(  , άρα η )(xF   είναι γνησίως φθίνουσα στο ],1[  , άρα και το 

παραπάνω ),1(    είναι μοναδικό.  

 

Δ3. Για να δείξω ότι η εξίσωση : 
         

 

35F(β) 1 β)f(β) x β 1) x 1
0

x 1 x 3
 έχει μια τουλάχιστον 

ρίζα στο )3,1( , αρχικά κάνω απαλοιφή παρανομαστών και έχω : 

  0)1)(1)(1()()1()()3( 35  xxxfFx  .  

Έστω :   0)1)(1)(1()()1()()3()( 35  xxxfFxxh  , τότε θα δείξω ότι η 

εξίσωση 0)( xh  έχει τουλάχιστον μια ρίζα στο )3,1( . Θ. Bolzano για την )(xh  στο ]3,1[  

 Η )(xh  συνεχής στο ]3,1[  ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων. 

 0)13)(1(2)3( 3  h  αφού 1  

   0)()1()(2)1(   fFh  γιατί :  

(από ανισότητα Θ.Μ.Τ.) για 





)(
1

)(
)()(),1(

)(0)(





 f

F
FF

xFxF

 

0)()1()(0)()1()()()1()(
1







fFfFfF  

Άρα από Θ. Bolzano η εξίσωση 0)( xh  έχει τουλάχιστον μια ρίζα στο )3,1( . 
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Δ4.  Θα δείξουμε ότι :  
 
 
 

 
2 x  x

 x  1

t
f dt tf t dt

x
, για κάθε x>0 

Για το ολοκλήρωμα στο 1ο μέλος έχω : θέτω xdudtdudt
x

u
x

t


1
 

Όταν 1 uxt , όταν xuxt  2 . Έτσι έχω να δείξω ότι : 

  






 x xxx

x
dtttfxduufdtttfdt

x

t
f

1 11
)()()(

2

 
x x

dtttfduufx
1 1

)()(  

Έστω :  
x x

dtttfduufxx
1 1

)()()( , θα δείξω ότι 0)( x  για κάθε 0x . 

Η )(x είναι παραγωγισιμη με  
x x

duufxxfxxfduufx
1 1

)()()()()(  

 0)(x 10)(
1

 xduuf
x

 προφανής ρίζα και 0)()(  xfx  από εκφώνηση, 

άρα η )(x  είναι γνησίως φθίνουσα για 0x , οπότε η προφανής ρίζα είναι και μοναδική. 

Έτσι σχηματίζω τον πίνακα :  
 

x 0  1                    +  

)(x  + 0 - 

)(x  γν. αύξουσα Τ.Μ. γν. φθίνουσα 

  
Τα πρόσημα του πίνακα προκύπτουν ως εξής :  

Για 0)()1()(1 


xxx 


 άρα )(x  γν. φθίνουσα στο ),1(   

Για 0)()1()(1 


xxx 


 άρα )(x  γν. αύξουσα στο )1,0(  

Άρα στο 10 x  η )(x  παρουσιάζει τοπικό μέγιστο το 0)()(1)1(
1

1

1

1
   dtttfduuf  

Άρα ισχύει 0)()1()(  xx   για κάθε 0x . 


