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ΤΕΛΟΣ 1ΗΣ ΣΕΛΙΔΑΣ 

 

 
 

 

 

 
 

ΘΕΜΑ Γ 
 

Έστω οι συναρτήσεις ),0(:, gf , με 0)( xg  για κάθε 0x . Δίνεται ότι η συνάρτηση 

της σύνθεσης gf   είναι ¨1-1¨.  

 
 
Γ1. Να δείξετε ότι η συνάρτηση g  είναι ¨1-1¨.              

 

Γ2. Να λυθεί η εξίσωση :    xxfgxxfg  )(1ln)(          

 

Γ3. Αν για κάθε 0x  ισχύει : 2
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Γ4. Να λυθεί η ανίσωση : 
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ :  

 
Γ1. Έστω ),0(, 21 xx  είναι  :  

               21

''11''

2121

*

21 )()()()()()( xxxgfxgfxgfxgfxgxg
gf




  αρά η g  είναι ¨1-1¨ 

       

       [ * ),0()(),( 21  fxgxg  ] 
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ΠΙΘΑΝΑ ΘΕΜΑΤΑ Γ & Δ 
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ΤΕΛΟΣ 2ΗΣ ΣΕΛΙΔΑΣ 

 

Γ2.     01ln)(1ln)()(1ln)(
11:




xxxxfxxfxxfgxxfg
g
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Έστω 1ln)(  xxxh , με ),0( h , έχω να λύσω την εξίσωση : 0)( xh  (1) 

       Παρατηρώ ότι 0)1( h  άρα η 1x  είναι προφανής ρίζα της εξίσωσης 0)( xh  (1) 

       Επίσης έστω hxx 21,  με : 

2121 lnln xxxx     (2) 

 21 xx 11 21  xx    (3) 

 
       Προσθέτω κατά μέλη τις (2),(3) και έχω :  

 1ln 11 xx 1ln 22  xx )()( 21 xhxh    

Άρα η h  για κάθε ),0(  hx , οπότε η ),0(1 x  είναι και μοναδική ρίζα της 

εξίσωσης   0)( xh .  

 

Γ3. Είναι : 2
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Γ4.  
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   η ανίσωση ορίζεται για κάθε x , έτσι έχω :  
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[για να ορίζεται η ανίσωση (4) πρέπει 
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ανίσωση (4) ορίζεται για κάθε x ] 

 
 

 Για κάθε ),0(, 21 xx  με : 
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Προσθέτω κατά μέλη τις (5) και (6) και έχω : )()(ln
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ΤΕΛΟΣ 3ΗΣ ΣΕΛΙΔΑΣ 

 

ΘΕΜΑ Γ 
 
Δίνεται συνάρτηση :f   για την οποία ισχύει :  

  32)()( 3  xxfxff  για κάθε x  

 
Γ1. Να δείξετε ότι η f είναι «1-1» .              

 

Γ2.Θεωρούμε τη συνάρτηση ),0(:g  για την οποία ισχύει : 

    01ln)(  xfxxgf  για κάθε 0x . Αφού δείξετε ότι 1ln)(  xxxg , να βρείτε 

τις ρίζες και το πρόσημο της συνάρτησης )(xg .         

 

Γ3. Να λύσετε την εξίσωση :    12121  exgg             

 

Γ4. Να λύσετε την ανίσωση : 
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ :  
 

Έχω :   32)()( 3  xxfxff  )1(  ισχύει για κάθε x  

Γ1. Έστω 21,xx  με :  

    )()()()( 2121 xffxffxfxf    )2(  

 )()()()( 2

3

1

3

21 xfxfxfxf          )3(  

Προσθέτοντας κατά μέλη τις )2(  και )3(  έχω :  

    2121

)1(

2

3

21

3

1 3232)()()()( xxxxxfxffxfxff   άρα η f είναι «1-1» .   

 

Γ2.      01ln)( xfxxgf    
11:

1ln)(



f

xfxxgf  

 1ln)( xxxg 1ln)(  xxxg  με ),0( gD .  

 

Για τις ρίζες της 1ln)(  xxxg  :  

01ln0)(  xxxg , παρατηρώ ότι 0)1( g  άρα η 1x  είναι ρίζα της εξίσωσης 

0)( xg . Θα δείξω τώρα ότι η g  είναι γνησίως μονότονη ώστε να είναι και μοναδική. 

Για κάθε ),0(, 21 xx  με :  

 2121 lnln xxxx         )4(  

 11 2121  xxxx     )5(  

Προσθέτοντας κατά μέλη τις )4( , )5(  έχω : )()(1ln1ln 212211 xfxfxxxx   

Άρα η )(xg  είναι γνησίως αύξουσα στο ),0( gD  και άρα η 1x  είναι μοναδική 

ρίζα της εξίσωσης 0)( xg .  

 

 



ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ Γ΄ΛΥΚΕΙΟΥ 
 

ΤΕΛΟΣ 4ΗΣ ΣΕΛΙΔΑΣ 

 

Για το πρόσημο της 1ln)(  xxxg  :  
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Γ3. Έχω να λύσω την εξίσωση :  
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Γ4.  Έχω να λύσω την ανίσωση :  
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ΤΕΛΟΣ 5ΗΣ ΣΕΛΙΔΑΣ 

 

ΘΕΜΑ Δ 
 

Δινεται συναρτηση :f  ώστε : )()()( yfxfyxf   για κάθε yx, .  

 

Δ1. Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της f  διέρχεται από την αρχή των αξόνων. 

 

Δ2. Να αποδείξετε ότι η f  είναι περιττή.  

 

Δ3. Αν η εξίσωση 0)( xf  έχει μοναδική ρίζα, να αποδείξετε ότι η f  είναι αντιστρέψιμη. 

 

Δ4. Να λύσετε την εξίσωση : )44()2()2( 2  xfxfxxf  

 

Δ5. Αν 0)( xf  για κάθε 0x , να δείξετε ότι η f  είναι γνησίως φθίνουσα.  

 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ :  
 

Δ1. Στη σχεση : )()()( yfxfyxf   (1)  που ισχύει για κάθε yx, , θέτω 0 yx  και 

έχω : 0)0()0()0()0(  ffff , άρα η γραφική παράσταση της f  διέρχεται από 

την αρχή των αξόνων. 
 

Δ2. Στη σχεση : )()()( yfxfyxf   θέτω 0x  και έχω : 

)()()()0()( yfyfyffyf   για κάθε y , άρα η f  είναι περιττή. 

 

Δ3. Αφου η εξίσωση 0)( xf  έχει μοναδική ρίζα και από Δ1. 0)0( f  άρα η εξίσωση 

0)( xf  έχει μοναδική ρίζα την 0x .   

 Εστω 21, xx  με :  

 )()( 21 xfxf 212121

)1(

21 00)(0)()( xxxxxxfxfxf     

(επειδή η εξίσωση 0)( xf  έχει μοναδική ρίζα την 0x )           

  Άρα η f  «1-1» και άρα f  αντιστρέψιμη. 

 

Δ4.  Η εξίσωση )44()2()2( 2  xfxfxxf  ορίζεται για κάθε x . Έτσι έχω :  

        )44()2()2( 2  xfxfxxf
)1(

2 )2()44()2(  xfxfxxf  

         )244()2( 2 xxfxxf
'11:'

2 )63()2(



f
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        32065632 22  xήxxxxxx  

          

Δ5. Έστω 21, xx  με  21 xx 021  xx  όμως για κάθε 0x  είναι 0)( xf  

       Άρα επειδή 021  xx  είναι και  0)()(0)( 21

)1(

21 xfxfxxf )()( 21 xfxf   άρα η          

f  είναι γνησίως φθίνουσα για κάθε x . 
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