
3Ο ΚΕΦΑΛΑΙΟ   :   ΟΛΟΚΛΗΡΩΤΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ 
 

ΕΠΙΜΕΛΕΙΑ : ΠΑΛΑΙΟΛΟΓΟΥ ΠΑΥΛΟΣ                   www.pitetragono.gr Σελίδα 247 

3.7  EΜΒΑΔΟΝ  ΕΠΙΠΕΔΟΥ  ΧΩΡΙΟΥ 
 

68. Να γράψετε τον τύπο που δίνει το εμβαδόν του χωρίου Ω που ορίζεται από τη γραφική 
παράσταση της f , τις ευθείες x   , x    και τον άξονα x x , όταν f(x) 0  για κάθε x [ , ]    

και η συνάρτηση f είναι συνεχής . 

Απάντηση : 
Αν μια συνάρτηση f είναι συνεχής σε ένα διάστημα [ , ]   και 

f(x) 0  για κάθε x [ , ]   , τότε το εμβαδόν του χωρίου Ω που 

ορίζεται από τη γραφική παράσταση της  f , τις ευθείες x   , 

x    και τον άξονα x x  είναι E( ) f(x)dx


   .  

 
 
 
 

69. Να γράψετε τον τύπο που δίνει το εμβαδόν του χωρίου Ω που περικλείεται από τις 
γραφικές παραστάσεις των f,g  τις ευθείες x   , x   , όταν  f(x) g(x) 0  για κάθε x [ , ]    

και οι συναρτήσεις f , g είναι συνεχείς. 

Απάντηση : 
Έστω δυο συνεχείς συναρτήσεις  f  και g, στο διάστημα [ , ]   με ( ) ( ) 0f x g x   για κάθε 

[ , ]x    και Ω το χωρίο που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις των ,f g  και τις 

ευθείες x   και x   (Σχ. 18α). 
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Παρατηρούμε ότι 
1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( ))f x dx g x dx f x g x dx

  

  
             . 

Επομένως, ( ) ( ( ) ( ))E f x g x dx



   . 

 

70. Να αποδείξετε ότι  αν για τις συναρτήσεις f,g  είναι f(x) g(x)  για κάθε x [ , ]   , τότε το 

εμβαδόν του χωρίου Ω που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις των f,g  και τις 

ευθείες x    , x    δίνεται από τον τύπο:E( ) (f(x) g(x))dx


   . 

Απόδειξη : 

Επειδή οι συναρτήσεις f,g  είναι συνεχείς στο [ , ]  , θα υπάρχει αριθμός cR τέτοιος, ώστε 

f(x) c g(x) c 0    , για κάθε x [ , ]   . Είναι φανερό ότι το χωρίο Ω (Σχ. 20α) έχει το ίδιο 

εμβαδόν με το χωρίο  .  
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Επομένως, θα έχουμε: ( ) ( ) [(f(x) c) (g(x) c)]dx (f(x) g(x))dx 

 
            . Άρα 

E( ) (f(x) g(x))dx


   . 

 

71. Να αποδείξετε ότι όταν η διαφορά f(x) g(x)  δεν διατηρεί σταθερό πρόσημο στο [ , ]  , 

τότε το εμβαδόν του χωρίου Ω που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις των f,g  και 

τις ευθείες x    και x    είναι ίσο με E( ) |f(x) g(x)|dx


   . 

Απόδειξη :  
Όταν η διαφορά ( ) ( )f x g x  δεν διατηρεί σταθερό 

πρόσημο στο [ , ]  , όπως στο Σχήμα 23, τότε το 

εμβαδόν του χωρίου Ω που περικλείεται από τις 
γραφικές παραστάσεις των ,f g  και τις ευθείες x   

και x   είναι ίσο με το άθροισμα των εμβαδών των 

χωρίων 1 2,   και 3 . Δηλαδή,  

1 2 3( ) ( ) ( ) ( )         ( ( ) ( ))f x g x dx



 

( ( ) ( )) ( ( ) ( ))g x f x dx f x g x dx
 

 
      

          | ( ) ( ) | | ( ) ( ) | | ( ) ( ) |f x g x dx f x g x dx f x g x dx
  

  
        | ( ) ( ) |f x g x dx




   

Επομένως, ( ) | ( ) ( ) |E f x g x dx



    

Σχόλιο 

Σύμφωνα με τα παραπάνω το ( )f x dx


  είναι ίσο με 

το άθροισμα των εμβαδών των χωρίων που 
βρίσκονται πάνω από τον άξονα x x  μείον το 
άθροισμα των εμβαδών των χωρίων που 
βρίσκονται κάτω από τον άξονα x x  (Σχ. 25). 

 

72. Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του χωρίου Ω που περικλείεται από τον άξονα x x , τη 

γραφική παράσταση μιας συνάρτησης g, με g(x) 0  για κάθε x [ , ]    και τις ευθείες x    

και x    είναι ίσο με: E( ) g(x)dx


    

Απόδειξη :  
Πράγματι, επειδή ο άξονας x x  είναι η γραφική παράσταση 

της συνάρτησης f(x) 0 , έχουμε E( ) (f(x) g(x))dx


  

[ g(x)]dx g(x)dx 

 
     . Επομένως, αν για μια συνάρτηση 

g ισχύει g(x) 0  για κάθε x [ , ]   , τότε: E( ) g(x)dx


    
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ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ 1 :  ΕΜΒΑΔΟΝ ΜΕΤΑΞΥ fC , xx , x , x  

 



dxxf )()(  

Για να υπολογίσουμε το εμβαδόν που περικλείεται από τη fC , τον άξονα xx , και τις 

κατακόρυφες ευθείες x , x , εργαζόμαστε ως εξής :  

1ον Αποδεικνύουμε ότι η f είναι συνεχής στο [α,β] 

2ον Βρίσκουμε το πρόσημο της f στο [α,β], λύνοντας την εξίσωση 0)( xf  στο [α,β] και  

σχηματίζοντας πίνακα με το πρόσημο της f στο [α,β], με τη βοήθεια του οποίου 
υπολογίζουμε το αντίστοιχο εμβαδόν. Για άκρα ολοκλήρωσης παίρνουμε τα α,β. 

Σε άλλες περιπτώσεις μπορούμε να υπολογίσουμε το πρόσημο της f  με τη βοήθεια 

της μονοτονίας της συνάρτησης f .  

 Αν   0f x  για κάθε  ,x a  , τότε το εμβαδόν του χωρίου Ω ισούται με: 

   f x dx



     

 Αν   0f x  για κάθε  ,x a  , τότε το εμβαδόν του χωρίου Ω ισούται με: 

   f x dx



     

 Αν η f δεν διατηρεί σταθερό πρόσημο στο [α,β], τότε βρίσκουμε τις ρίζες 

 ,...,, 21  της εξίσωσης 0)( xf  στο [α,β], )...( 21    και από τον 

πίνακα προσήμων το ζητούμενο εμβαδόν είναι :  

             
1 2 1 2

1 2 1 2

...f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx
      

      
                

 Αν δεν δίνονται οι κατακόρυφες ευθείες x , x , τότε υπολογίζω το αντίστοιχο 

εμβαδόν ανάμεσα στις ρίζες της 0)( xf  δηλ. για άκρα ολοκλήρωσης παίρνω τις 

ρίζες.  

 Αν δίνεται μόνο μια κατακόρυφη ευθεία x  και 1  η μικρότερη ρίζα,   η 

μεγαλύτερη ρίζα τότε : 

Αν 1   τότε : 



dxxf )(  

 
 

Αν    τότε : 


1

)( dxxf  
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ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ : 
 
1) Στο παρακάτω σχήμα φαίνεται η γραφική παράσταση μιας συνάρτησης :f  η 

οποία είναι συνεχής και ισχύουν :  

5)(
0

2
 dxxf , 2)(

1

0
 dxxf , 3)(

2

1
 dxxf , 4)(

3

2
 dxxf  

 
Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου Ω, που περικλείεται από τη fC  

i. τον άξονα x΄x και τις ευθείες 0x , 1x  

ii. τους άξονες x΄x, y΄y και την ευθεία 2x  

iii. τον άξονα x΄x και τις ευθείες 1x , 3x  

iv. τον άξονα x΄x και την ευθεία 2x  

v. τον άξονα x΄x και την ευθεία 3x  
vi. τον άξονα x΄x.  

Λύση :  
Η f  είναι συνεχής στο  , άρα και σε κάθε διάστημα αυτού.  

Ο πίνακας προσήμων της f  φαίνεται στο παρακάτω σχήμα :  

x          0   1          2           

)(xf  - 0 + 0 - 0 + 
 

i. Επειδή 0)( xf , για κάθε ]1,0[x , είναι 2)()(
1

0
  dxxf  

ii. Επειδή 0)( xf , για κάθε ]0,2[x , είναι 5)()(
0

2
  dxxf  

iii. Από τον πίνακα προσήμων της f , έχουμε 743)()()(
3

2

2

1
  dxxfdxxf  

iv. Από τον πίνακα προσήμων της f , έχουμε 

10325)()()()(
2

1

1

0

0

2
  dxxfdxxfdxxf  

v. Από τον πίνακα προσήμων της f , έχουμε 

9432)()()()(
3

2

2

1

1

0
  dxxfdxxfdxxf  

vi. Από τον πίνακα προσήμων της f , έχουμε 532)()()(
2

1

1

0
  dxxfdxxf  
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2) Δίνεται η συνάρτηση 24183)( 2  xxxf . Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου 

περικλείεται από τη fC , τον άξονα xx , και τις ευθείες 1x , 5x . 

Λύση :    

2086241830)( 22  xxxxxxf  ή 4x  

x        1  2   4 5        

24183)( 2  xxxf  + 0 - 0 + 
Η f  είναι συνεχής στο [1,5] και σύμφωνα με τον πίνακα προσήμων έχουμε ότι το 

ζητούμενο εμβαδόν είναι   dxxf
5

1
)()(  

5

4

4

2

2

1
)()()( dxxfdxxfdxxf  

 
5

4

2
4

2

2
2

1

2 )24183()24183()24183( dxxxdxxxdxxx  

  
2

1

23 249 xxx   
4

2

23 249 xxx   
5

4

23 249 xxx  

12)1620()2016()1620(  .   

 

3) Δίνεται η συνάρτηση 
2

)( xexf   και F  μια παράγουσα της f  στο   με 0)1( F .  

i. Να μελετήσετε την F  ως προς τη μονοτονία.  

ii. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη FC , την ευθεία 

1x  και τους άξονες x΄x και y΄y.        (Εμβαδόν Παράγουσας) 
Λύση :  

i. F  παραγωγίσιμη για κάθε x  με 0)()(
2

 xexfxF  για κάθε x , άρα 

F .  

ii. 1)1()(0)(
11




xFxFxF
FF

 

Για 0)()1()(1 


xFFxFx
F

 

 Για 0)()1()(1 


xFFxFx
F

 

Έτσι :  
   

 
Η f  είναι συνεχής στο [0,1] και σύμφωνα με τον πίνακα προσήμων έχουμε ότι το 

ζητούμενο εμβαδόν είναι :  
1

0

1

0

1

0
)()()()()( dxxFxdxxFdxxF  

   




 





  

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

22

2
2

1
)()1()()( dxxedxxedxxxfFdxxFxxxF xx

 

     ..
2

1

2

1

2

1 1

0

1

0

22







 
e

edxe xx
 

 
ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΓΙΑ ΛΥΣΗ :  
 

4) Δίνεται η συνάρτηση 2)( 2  xxxf . Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου 

περικλείεται από τη fC , τον άξονα xx , και τις ευθείες 2x , 3x . 

 

5) Δίνεται η συνάρτηση 
xexxf 2)(  . Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου 

περικλείεται από τη fC , τον άξονα xx , και τις ευθείες 1x , 3x . 

x              0 1                     

 )((xF  - 0 + 
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6) Δίνεται η συνάρτηση 22)( 23  xxxxf . Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου 

περικλείεται από τη fC  και τον άξονα xx . 

 

7) Δίνεται η συνάρτηση 34)( 2  xxxf . Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου 

περικλείεται από τη fC , τον άξονα xx  και τον άξονα yy . 

 

8) Δίνεται η συνάρτηση 
1

1
1)(




x
xxf . 

i. Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

ii. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου περικλείεται από τη fC , τον άξονα xx , και 

τις ευθείες 2x , 5x .  (ΘΕΜΑ ΕΞΕΤΑΣΕΩΝ) 

 

9) Δίνεται η συνάρτηση 
x

x
xxf

2

ln
)(  . 

i. Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία. 

ii. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου περικλείεται από τη fC , τον άξονα xx , και 

τις ευθείες 1x , 4x .  (ΘΕΜΑ ΕΞΕΤΑΣΕΩΝ) 

 

10) Δίνεται η συνάρτηση 
42

1
42)(




x
xxf . 

i. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της fC  στο σημείο που τέμνει τον άξονα 

yy . 

ii. Να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της f. 

iii. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου περικλείεται από τη fC , τον άξονα xx , και 

τις ευθείες 0x , 1x .  (ΘΕΜΑ ΕΞΕΤΑΣΕΩΝ 2002) 

 

11) Δίνεται η συνάρτηση xxxf ln)( 2 . 

i. Να αποδείξετε ότι υπάρχει μόνο ένα σημείο της fC  στο οποίο η εφαπτομένη είναι 

παράλληλη στον άξονα xx  

ii. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου περικλείεται από τη fC , τον άξονα xx , και 

την ευθεία 0xx  , όπου 0x  είναι θέση τοπικού ακρότατου της f.  

             (ΘΕΜΑ ΕΞΕΤΑΣΕΩΝ 2001) 
 

12) Δίνεται η συνάρτηση : 













1,

ln

1,

)(
x

x

x

xee

xf

x

. 

i. Να αποδείξετε ότι η f είναι συνεχής 

ii. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου περικλείεται από τη fC , τον άξονα xx , και 

τις ευθείες 0x , ex  .  (ΘΕΜΑ ΕΞΕΤΑΣΕΩΝ) 
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13) Δίνεται η συνάρτηση : 















 

3,
3

1

3,

)( 3

2

x
x

e

xax

xf x  

i. Αν η f είναι συνεχής να αποδείξετε ότι 
9

1
a  

ii. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της fC  στο σημείο Μ(4,f(4)) 

iii. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου περικλείεται από τη fC , τον άξονα xx , και 

τις ευθείες 1x , 2x .  (ΘΕΜΑ ΕΞΕΤΑΣΕΩΝ 2001) 

 
 
 

 
ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ :  
 

14) Δίνονται οι συναρτήσεις 
xexf )(  και xxg  1)( . Να υπολογίσετε το εμβαδόν του 

χωρίου περικλείεται από τις fC , gC  και τις ευθείες 1x , 1x .   

Λύση : Έστω 1)()()()(  xexhxgxfxh x
, με  h  η οποία είναι συνεχής 

το [-1,1] άρα το ζητούμενο εμβαδόν είναι το 
1

1
)()( dxxh .  

Έχω 010)(  xexh x
, παρατηρώ ότι η 0x  είναι προφανής ρίζα της 

εξίσωσης 0)( xh , και για κάθε x , 01)(  xexh , άρα η  xάh  , 

οπότε και η 0x  είναι μοναδική ρίζα της εξίσωσης 0)( xh .  

 
x             -1 0  1              

1)(  xexh x
 

 

  
   

Τα πρόσημα του παραπάνω πίνακα προκύπτουν ως εξής :  

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ 2 :  ΕΜΒΑΔΟΝ ΜΕΤΑΞΥ fC , gC , x , x  

 



dxxgxf )()()(  

 
Έστω f,g δυο συνεχείς συναρτήσεις στο διάστημα [α,β]. Για να υπολογίσουμε το 

εμβαδόν που περικλείεται από τις fC , gC  και τις κατακόρυφες ευθείες x , x , 

εργαζόμαστε ως εξής :  

1ον θεωρούμε τη συνάρτηση )()()( xgxfxh   

2ον λύνουμε την εξίσωση 0)( xh  στο [α,β] 

3ον σχηματίζουμε πίνακα με το πρόσημο της h στο [α,β], με τη βοήθεια του οποίου 
υπολογίζουμε το αντίστοιχο εμβαδόν. Για άκρα ολοκλήρωσης παίρνουμε τα α,β. 
 

Αν δεν δίνονται οι κατακόρυφες ευθείες x , x , τότε υπολογίζω το αντίστοιχο 

εμβαδόν ανάμεσα στις ρίζες της 0)( xh  δηλ. για άκρα ολοκλήρωσης παίρνω τις ρίζες.  
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o 0)()0()(0 


xhhxhx
h

 

o 0)()0()(0 


xhhxhx
h

 

Άρα τελικά :   

1

0

0

1

1

1
)()()()( dxxhdxxhdxxh  

1

0

0

1
)1()1( dxxedxxe xx

 

1
1

11
2

1
1

2

11
1

22

1

0

2
0

1

2






















e
e

e
e

x
x

ex
x

e xx
 τ.μ. 

 
ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΓΙΑ ΛΥΣΗ :  
 

15) Δίνονται οι συναρτήσεις 54)( 2  xxxf  και 1)(  xxg . Να υπολογίσετε το 

εμβαδόν του χωρίου περικλείεται από τις fC , gC  και τις ευθείες 2x , 2x .   

 

16) Δίνονται οι συναρτήσεις xxf ln)(   και 
xexg )( . Να υπολογίσετε το εμβαδόν του 

χωρίου περικλείεται από τις fC , gC  και τις ευθείες 1x , ex  .   

 

17) Δίνονται οι συναρτήσεις xxxf  3)(  και xxxg  23)( . Να υπολογίσετε το εμβαδόν 

του χωρίου περικλείεται από τις fC , gC  . 

 

18) Να δείξετε ότι για κάθε 0x  ισχύει : 13  xe x
. Στη συνέχεια αν δίνονται 

xexf )(  

και )1()( 2   xexg x
, να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείετε από τη 

fC , τη gC , τον άξονα y΄y και την ευθεία 1x .  

 

19) Δίνεται η συνάρτηση  23 23)(  xxxf  όπου   μια σταθερά με 
2


  , 

 . Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη fC  και την 

ευθεία με εξίσωση  222  xy . (ΠΑΝΕΛΛΗΝΙΕΣ 2007) 
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ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ : 
  

20) Δίνεται η συνάρτηση 
3)( xxf   

i. Να βρείτε την εφαπτομένη (ε) της fC  στο σημείο της  )1(,1 f  

ii. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη fC , την (ε) και τον 

άξονα yy . 

Λύση :   

i. ),0[  f , και 3

1

3)( xxxf  , άρα 
1

3

1

3

1
)( xxf 3

2

3

1 

x , 0x .  

Άρα η εφαπτομένη (ε) της fC  στο σημείο της  )1(,1 f  θα έχει εξίσωση : 

 )1)(1()1(:)( xffy  )1(
3

1
1:)( xy

3

2

3

1
:)(  xy  

ii. fC , 
3

2

3

1
:)(  xy  και yy  δηλ. η ευθεία 0x  

Έστω 









3

2

3

1
)()()( 3 xxxhyxfxh ,  

Για το πρόσημο της )(xh , θα χρησιμοποιήσουμε την κυρτότητα της f . Για κάθε 

0x  είναι 0
9

2
)( 3

5




xxf  και η  f  είναι συνεχής στο 0x , άρα η f  είναι 

κοίλη στο ),0[  f  και άρα η εφαπτομένη )(  της fC  βρίσκεται πάνω από τη fC , 

με εξαίρεση το σημείο επαφής. Δηλαδή για κάθε ),0[ x  ισχύει ότι : 

0)()(  xhyxf  και το «=» μόνο για 1x . 

Χρειαζόμαστε άλλη μια κατακόρυφη ευθεία η οποία θα προκύψει από τη λύση της 

εξίσωσης :  1)(0)(  xyxfxh , καθώς η fC  και η (ε) έχουν μοναδικό 

κοινό σημείο το  )1(,1 f . Η h  είναι συνεχής στο ]1,0[ , οπότε :  

 
























1

0

3

1
1

0

3
1

0

1

0 3

2

3

1

3

2

3

1
)()()( dxxxdxxxdxxhdxxh  

12

1

3

43

2

23

1

1

0

3

4

2






















x

x
x

 τ.μ. 

 

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ 3 : ΕΜΒΑΔΟΝ ΜΕΤΑΞΥ fC  ΚΑΙ ΕΦΑΠΤΟΜΕΝΗΣ 

 Αν η συνάρτηση f είναι κυρτή σε ένα διάστημα Δ, τότε για κάθε 0x  η 

εφαπτομένη   xy:)(  της fC  στο ))(,( 00 xfx  βρίσκεται κάτω από τη fC , 

με εξαίρεση το σημείο επαφής. Δηλαδή για κάθε x  ισχύει ότι :   xxf )( . 

 Αν η συνάρτηση f είναι κοίλη σε ένα διάστημα Δ, τότε για κάθε 0x  η 

εφαπτομένη   xy:)(  της fC  στο ))(,( 00 xfx  βρίσκεται πάνω από τη fC , 

με εξαίρεση το σημείο επαφής. Δηλαδή για κάθε x  ισχύει ότι :   xxf )( . 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΓΙΑ ΛΥΣΗ :  
 

21) Δίνεται η συνάρτηση 
2

)(
2




x

x
xf  

i. Να βρείτε την εφαπτομένη (ε) της fC  στο σημείο της  )1(,1  f  

ii. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη fC , την (ε) και τον 

άξονα yy . 

 

22) Δίνεται η συνάρτηση 56)( 2  xxxf  

i. Να βρείτε την εφαπτομένη (ε) της fC  που είναι κάθετη στην ευθεία 

0112:)(  yx .  

ii. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη fC , την (ε) και τον 

άξονα yy . 

 

23) Δίνεται η συνάρτηση xxf )(  με x .  

i. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της fC  στο (0,f(0)) 

ii. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη fC  και τις ευθείες 

y=x και y=1.  
 

24) Δίνεται η συνάρτηση  xxxf 2)( , με  . Αν η εφαπτομένη (ε) της fC  στο 

σημείο τομής της με την ευθεία x=2, τέμνει τον άξονα yy  στο 30 y , τότε : 

i. Να βρείτε το α και την εξίσωση της εφαπτομένης. 

ii. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη fC , την (ε), τον 

άξονα xx  και την ευθεία 
5

3
x . 

 

25) Δίνεται η συνάρτηση 22)( 2  xxxf  

i. Να βρείτε την εφαπτομένη (ε) της fC  στο Μ(2,f(2)) 

ii. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη fC , την (ε), τους 

άξονες x΄x και yy . 
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ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ : 
 
26) Να βρεθεί το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της, 

xxf ln)(    τον άξονα των x και την εφαπτομένη της fC  στο σημείο )1,(e . 

Λύση :   

Η εξίσωση της εφαπτομένης της fC  στο σημείο )1,(e  είναι ))((1:)( exefy  .        

Επειδή 
x

xxf
1

)(ln)(  , έχουμε 
e

ef
1

)(  .  Επομένως,  

x
e

yex
e

y
1

:)()(
1

1:)(   . 

Έχω εμβαδόν ανάμεσα στη fC , την x
e

y
1

:)(   και τον x΄x δηλ. τρεις συναρτήσεις, 

0)(,
1

)(,ln)(  xhx
e

xgxxf . 

 Για σημεία τομής fC  και gC  : exxgxf  )()(  δηλ. )1,())(,( eefe   

Καθώς η f  είναι κοίλη στο ),0(   , επομένως η εφαπτομένη (ε) της fC  στο σημείο 

)1,(e , βρίσκεται πάνω από τη fC  με εξαίρεση το σημείο επαφής, δηλαδή 

)()( xgxf   για κάθε ),0( x  και το «=» μόνο για ex  .  

 Για σημεία τομής fC  και hC  : 10ln)()(  xxxhxf  δηλ. )0,1())1(,1(  f  

 Για σημεία τομής gC  και hC  : 00
1

)()(  xx
e

xhxg  δηλ. )0,0())0(,1(  g  

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ 4 : ΕΜΒΑΔΟΝ ΠΟΥ ΠΕΡΙΚΛΕΙΕΤΑΙ ΑΠΟ ΤΡΕΙΣ Ή 
ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΕΣ ΓΡΑΦΙΚΕΣ ΠΑΡΑΣΤΑΣΕΙΣ 
 
Για να βρούμε το εμβαδόν του χωρίου Ω που σχηματίζεται από τις γραφικές 
παραστάσεις τριών ή περισσοτέρων συναρτήσεων, εργαζόμαστε ως εξής :  
1ον βρίσκουμε τα σημεία που τέμνονται ανά δυο οι γραφικές παραστάσεις 
2ον σχεδιάζουμε τις γραφικές παραστάσεις στο ίδιο σύστημα αξόνων 
3ον χωρίζουμε το χωρίο Ω με κατακόρυφες ευθείες σε επιμέρους χωρία τα οποία 
σχηματίζονται από δυο μόνο γραφικές παραστάσεις 
4ον υπολογίζουμε το εμβαδόν καθενός από τα παραπάνω χωρία και το άθροισμα τους 
είναι το εμβαδόν του χωρίου Ω.  
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Σύμφωνα με το παραπάνω σχήμα :  









  

1

0 1
21 ln

11
)()()( dxxx

e
xdx

e

e
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ee
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e 1
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0 1
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22

1
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1

1
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1
1

2



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
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
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e
dxxx

ee

e

e
xdxx

x

e

eee
e

 

 
ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΓΙΑ ΛΥΣΗ : 
 

27) Δίνονται οι συναρτήσεις xxf )( , 2)(  xxg  και 2)(  xxh . Να βρείτε το 

εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις των τριών 
συναρτήσεων. 
 

28) Δίνονται οι συναρτήσεις 
x

xf
1

)(  , με 0x ,  xxg )(  και 
4

43
)(




x
xh . Να βρείτε 

το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις των τριών 
συναρτήσεων. 

 
29) Nα υπολογίσετε το εμβαδόν του γραμμοσκιασμένου χωρίου του διπλανού 

σχήματος.  
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30) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του γραμμοσκιασμένου χωρίου του διπλανού 
σχήματος.  

 
31) Δίνεται η συνάρτηση xxf ημ)(   

i. Να βρείτε τις εξισώσεις των 
εφαπτομένων της fC  στα σημεία 

)0,0(  και )0,( . 

ii. Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου 
που περικλείεται από τη γραφική 
παράσταση της  f  και τις εφαπτόμενες στα σημεία Ο και Α. 

 
32) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές 

παραστάσεις των συναρτήσεων xxf ln)(  , 
x

xg
1

ln)(   και την ευθεία 2lny . 

 
 
 
 

 x

 y

 A(π,0) O(0,0)
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ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ : 
 
33) Δίνεται η συνάρτηση xxxf ln)(   

i. Να αποδείξετε ότι η f είναι 1-1 

ii. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη 1f
C , τις ευθείες 

1x  , 1 ex  και τον άξονα xx . 
Λύση :   

i. Για κάθε ),0(  fx  είναι 0
1

1)( 
x

xf , άρα η f  είναι γνησίως αύξουσα στο 

),0(  f , οπότε είναι 1-1 άρα και αντιστρέψιμη με 

    





 )(lim),(lim

0

&

1 xfxff
xx

xήf

ff



.  

 

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ 5 :  ΕΜΒΑΔΟΝ ΚΑΙ ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΗ 
ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ 
 
Έστω f μια συνεχής και γνησίως αύξουσα συνάρτηση. Η f  είναι 1-1, οπότε ορίζεται η 

)(1 xf 
.  

 Το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη 1f
C , τον άξονα xx , και τις 

ευθείες )(fx  , )(fx   είναι : dxxf
f

f


)(

)(

1 )()(



. Αν θέσουμε )(ufx  , 

προκύπτει ότι : dxxf
f

f


)(

)(

1 )()(



   

 duufuff )()(1



...)(  duufu




 

 Επειδή οι fC  και 1f
C  είναι συμμετρικές ως προς την ευθεία y=x, το εμβαδόν του 

χωρίου Ω που περικλείεται μεταξύ των fC  και 1f
C  είναι διπλάσιο από το εμβαδόν 

του χωρίου που περικλείεται μεταξύ της fC  και της ευθείας y=x. Ισχύει λοιπόν ότι : 

dxxxfdxxfxf   







)(2)()()( 1
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ii. Το ζητούμενο εμβαδόν είναι : dxxf
e





1

1

1 )()(  

Θέτω )(ufx   άρα duufdx )(  

Για 1x  είναι 1)1()(1)(
11:




ufufuf
f

 

Για 1 ex  είναι euefufeuf
f


11:

)()(1)(  

Άρα τελικά :  
],1[

11

1
1

1

1 )()()()()(
eueee

duufuduufuffdxxf





    

2

32
1

2

1

22
)1(

1
1)(

22

1

2

111




















 

ee
e

e
u

u
duudu

u
uduufu

e
eee

 τ.μ.  

 

34) Δίνεται η συνάρτηση 








4

1
,0:f  με τύπο xxxf )( . 

i. Να αποδείξετε ότι η f είναι αντιστρέψιμη 

ii. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις fC  και 1f
C  

Λύση :   

i. Η f είναι συνεχής στο 








4

1
,0 , και για κάθε 










4

1
,0x  είναι : 0

2

21
1

2

1
)( 




x

x

x
xf  

Άρα η f είναι γνησίως αύξουσα στο 








4

1
,0 , άρα είναι και 1-1 και άρα αντιστρέψιμη.  

ii. Αρχικά πρέπει να βρούμε τα σημεία τομής των fC  και 1f
C  .  

Έχουμε : 
1

( )

( )

y f x

y f x






( )

( )

y f x

f y x





 και προσθέτοντας κατά μέλη έχουμε : 

( ) ( )f y y f x x    (1). Έστω η συνάρτηση 
1

( ) ( ) , 0,
4

g x f x x x x
 

    
 

 με 

1
( ) 0

2
g x

x
    για κάθε 

1
0,

4
x

 
 
 

 και g  συνεχής στο 0, άρα 
1

0,
4

g
 

  
 

 δηλαδή 

"1 1"g  . Τελικά 
"1 1"

(1) ( ) ( )
g

g y g x y x


      xxxxxxxf 2)(   

πρέπει 002  xx . Έτσι : 
4

1
042 2  xήxxxxx  δεκτές.  

Επειδή οι fC  και 1f
C  είναι συμμετρικές ως προς την ευθεία y=x, το εμβαδόν του 

χωρίου Ω που περικλείεται μεταξύ των fC  και 1f
C  είναι διπλάσιο από το εμβαδόν 

του χωρίου που περικλείεται μεταξύ της fC  και της ευθείας y=x.  Έστω 

xxfxh  )()( ,
1

0,
4

x
 

 
 

 είναι  xxfxh )(0)(
4

1
0  xήx  

x              0   

4

1
 

                  

)(xh  
 

  
0   

0 
 

  
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καθώς 

1
0,

4
2 1

( ) 0 2 0 2 4 0,
4

x

h x x x x x x x x

 
 
   

          
 

 

Η )(xh  είναι συνεχής στο 








4

1
,0  και το πρόσημό της φαίνεται στον παραπάνω 

πίνακα, έτσι έχουμε :  

   dxxxf4

1

0
)(2)(  dxxh4

1

0
)(2  dxxh4

1

0
)(2  dxxx4

1

0
)2(2  

 
24

1

3

2
2

2

3
222

4

1

0

23

4

1

0

2
2

3

4

1

0

2

1











































  xxx

x
dxxx  τ.μ.  

 
ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΓΙΑ ΛΥΣΗ : 
 

35) Δίνεται η συνάρτηση 2)( 3  xxxf . 

i. Να αποδείξετε ότι η f είναι 1-1 

ii. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη 1f
C  και τους 

άξονες xx  και yy .  
 

36) Δίνεται η συνάρτηση 6126)( 23  xxxxf  

i. Να αποδείξετε ότι η f είναι 1-1 

ii. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις fC  και 1f
C  

 

37) Δίνεται η συνάρτηση xxxf ln)(  . 

i. Να αποδείξετε ότι η f είναι αντιστρέψιμη 

ii. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη 1f
C , τις ευθείες 

1x , 1 ex και τον άξονα xx . 
 

38) Έστω η συνάρτηση f(x) = x5+x3+x . 
i. Να μελετήσετε την f ως προς την μονοτονία και τα κοίλα και να αποδείξετε ότι η f 

έχει αντίστροφη συνάρτηση. 

ii. Να αποδείξετε ότι f(ex)≥f(1+x) για κάθε xIR. 
iii. Να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f στο σημείο (0,0) 

είναι ο άξονας συμμετρίας των γραφικών παραστάσεων της f και της f –1. 
iv. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική 

παράσταση της f –1, τον άξονα των x και την ευθεία με εξίσωση  x=3.          (3ο 2003) 
 

39) Θεωρούμε τη συνάρτηση f(x)=2+(x-2)
2 

με x≥2.  
i. Να αποδείξετε ότι η f είναι 1-1.  
ii. Να αποδείξετε ότι υπάρχει η αντίστροφη συνάρτηση f-1

      

της f και να βρείτε τον 
τύπο της.  

iii. Να βρείτε τα κοινά σημεία των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων f και f-1
 

με την ευθεία y=x.  
iv. Να υπολογίσετε το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές 

παραστάσεις των συναρτήσεων f και f-1.                   (Θέμα 2ο Πανελλήνιες 2006) 



3Ο ΚΕΦΑΛΑΙΟ   :   ΟΛΟΚΛΗΡΩΤΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ 
 

ΕΠΙΜΕΛΕΙΑ : ΠΑΛΑΙΟΛΟΓΟΥ ΠΑΥΛΟΣ                   www.pitetragono.gr Σελίδα 263 

 
 

 
ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΓΙΑ ΛΥΣΗ : 
 

40) Δίνεται η συνάρτηση 
x

xf
1

)(  , με 0x , και έστω Ω το χωρίο που περικλείεται από 

τη fC , τον άξονα x΄x και τις ευθείες με εξισώσεις 1x  και 
2ex  . Να βρείτε ευθεία 

x  η οποία να χωρίζει το Ω σε δυο ισεμβαδικά χωρία.  
 

41) Δίνεται η συνάρτηση xxxf 63)( 2   και έστω Ω το χωρίο που περικλείεται από τη 

fC  και τον άξονα x΄x. Να βρείτε ευθεία axy  , με 0 , η οποία χωρίζει το Ω σε δυο 

ισεμβαδικά χωρία. 
 

42) Το χωρίο που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της συνάρτησης 1)( 2  xxf  

και την ευθεία 5y  χωρίζεται από την ευθεία 12 y , 0 , σε δύο ισεμβαδικά 

χωρία. Να βρείτε την τιμή του α. 
 

43) Δίνεται η συνάρτηση : xxf )( . 

i. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη fC , την 

εφαπτομένη της στο σημείο )1,1(  και τον άξονα των x.  

ii. Να βρείτε την ευθεία x , η οποία χωρίζει το χωρίο αυτό σε δυο ισεμβαδικά χωρία.  
 

44) Έστω η συνάρτηση )3)(1()(  xxxf . 

i. Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτομένων της γραφικής παράστασης της  f στα 
σημεία ,  που η fC  τέμνει τον άξονα των x. 

ii. Αν Γ είναι το σημείο τομής των εφαπτομένων, να αποδείξετε ότι η fC  χωρίζει το 

τρίγωνο ΑΒΓ σε δύο χωρία που ο λόγος των εμβαδών 
 
 
 

 
 

 
ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΓΙΑ ΛΥΣΗ : 
 

45) Δίνεται η συνάρτηση 
xx

xf



2

1
)( , με 0x . Να βρείτε : 

i. Το εμβαδόν )(  του χωρίου που περικλείεται από τη fC , τον άξονα x΄x και τις 

ευθείες 1x  και x , με 0  και 1 . 

ii. Το όρια )(lim 





 και )(lim
0







. 

 
 
 
 

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ 6 : ΔΙΑΧΩΡΙΣΜΟΣ ΧΩΡΙΟΥ  

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ 7:  ΟΡΙΟ ΕΜΒΑΔΟΥ 
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46) Δίνονται οι συναρτήσεις : 
x

e
xf )( , xxg ln)(  .  

i. Να υπολογίσετε το εμβαδόν, )( , του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές 

παραστάσεις των συναρτήσεων )(xf , )(xg , τον άξονα των x και την ευθεία x , 

e . 

ii. Να βρείτε το όριο )(lim 





. 

 
47) Δίνεται η συνάρτηση f με τύπο f(x) = eλχ, λ > 0.  

i. Να δείξτε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα .  
ii. Να δείξτε ότι η εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της f, η οποία 

διέρχεται από την αρχή των αξόνων, είναι η y = λex. Βρείτε τις συντεταγμένες του 
σημείου επαφής Μ.  

iii. Να δείξτε ότι το εμβαδόν Ε(λ) του χωρίου, το οποίο περικλείεται μεταξύ της 
γραφικής παράστασης της f, της εφαπτομένης της στο σημείο Μ και του άξονα y΄y, 

είναι 
2λ

2e
)(


  .  

iv. Να υπολογίστε το   
ημλ2

Ε(λ)λ
  lim

2

  λ 




  .                           (Θέμα 3ο Πανελλήνιες 2005) 

 

48) Δίνεται η συνάρτηση 2

3

2

16
)(

x

x
xf


 . 

i. Να αποδείξετε ότι η fC  έχει στο   και στο   ασύμπτωτη την ίδια ευθεία (ε), 

την οποία και να βρείτε. 

ii. Να βρείτε το εμβαδόν )(  του χωρίου που περικλείεται από τη fC , την ευθεία (ε) 

και τις ευθείες 1x  και x , με α>1 

iii. Να βρείτε το )(lim 





.              (Θέμα εξετάσεων) 

 

49)  Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση : :f  για την οποία ισχύει 0)0( f  και :  
xxexfxf  2)()(  για κάθε x . 

i. Να βρείτε τον τύπο της f 
ii. Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

iii. Να βρείτε τις ασύμπτωτες της fC .   

iv. Να βρείτε το εμβαδόν )(  του χωρίου που περικλείεται από τη fC , τους άξονες 

x΄x και y΄y και την ευθεία x , με α>0. 

v. Να βρείτε το )(lim 





. 
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ΘΕΜΑΤΑ ΤΗΣ ΤΡΑΠΕΖΑΣ ΣΤΗΝ ΕΝΟΤΗΤΑ 3.7 
 
ΘΕΜΑ 2 #36838 

Δίνονται οι  συνεχείς στο   συναρτήσεις   και  .   

Αν        
 

 
  ,        

 

 
   ,        

 

 
   και        

 

 
   , τότε: 

α) Να βρείτε τα ολοκληρώματα: 

i.        
 

 
 

ii.         
 

 
 

iii.               
 

 
             (Μονάδες 18) 

β) Αν για τη συνάρτηση   ισχύει ότι         για κάθε        , τότε να βρείτε το εμβαδόν 

του χωρίου που σχηματίζεται από τη γραφική παράσταση της  , τον άξονα     και τις 
ευθείες     και    .            (Μονάδες 07) 
 
ΘΕΜΑ 2 #36849 

Δίνεται  η συνάρτηση f με        
          

              
  

 

α) Να εξετάσετε αν η συνάρτηση   είναι συνεχής στο 0.        (Μονάδες 7) 
β) Να υπολογίσετε το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται μεταξύ της γραφικής 

παράστασης της    , του άξονα x’x και των ευθειών x = -2 και x = π.           (Μονάδες 18) 
 
ΘΕΜΑ 2 #36837 
Στο παρακάτω σχήμα η τεθλασμένη γραμμή ΘΑΛ αποτελεί γραφική παράσταση μιας 

συνεχούς συνάρτησης   ορισμένης στο  , που διέρχεται από το σημείο Α(0,2) και τέμνει 
τον άξονα x’x στο Γ(-1,0). 
α) Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα: 

i.        
  

  
 

ii.        
 

  
 

iii.        
 

 
 

           (Μονάδες 15) 

β) Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της  , 
τον άξονα     και τις κατακόρυφες ευθείες       και    .            (Μονάδες 10) 
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ΘΕΜΑ 2 #33588 
Στο παρακάτω σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση μιας συνεχούς συνάρτησης f  με 

πεδίο ορισμού το . Για τα εμβαδά των περιοχών 1 2 3, ,    του παρακάτω σχήματος 

ισχύει 
1 2 3

4
( ) ( ) ( )

3
         .  

 
α) Να υπολογίσετε τα παρακάτω ολοκληρώματα: 

i. 
1

0

( )f x dx .                 (Μονάδες 6) 

ii. 
3

0

( )f x dx .                        (Μονάδες 6) 

iii. 
4

0

( )f x dx .                        (Μονάδες 6) 

β) Να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης 
2023 2023

0 4

( ) ( )f x dx f x dx  .        (Μονάδες 7) 

 
 
ΘΕΜΑ 2 #32800 

Δίνεται η συνεχής συνάρτηση  : 1,9f   της οποίας η γραφική παράσταση φαίνεται στο 

παρακάτω σχήμα. Πάνω στο σχήμα έχουν σημειωθεί οι τιμές των εμβαδών των χωρίων  

που σχηματίζει η γραφική παράσταση της f  με τον άξονα x x , όταν  1,7x .  
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Δίνονται ακόμη ότι: 

   
29

7
16f x dx   και 

 η γραφική παράσταση της f  τέμνει τον άξονα x x  μόνο στα σημεία με τετμημένες 

1,  3,  5,  7 . 

α) Να αποδείξετε ότι  
9

7
4f x dx  .                                       (Μονάδες 10) 

β) Να υπολογίσετε το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση 

της f  και τον άξονα x x , όταν  1,9x .                   (Μονάδες 07) 

γ) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα  
9

1
f x dx .         (Μονάδες 08) 

 
ΘΕΜΑ 4 #23218 

Δίνεται η πολυωνυμική συνάρτηση 3 2( ) 3 1P x x x x    , όπου   . 

α) Να αποδείξετε ότι η ( )P x  παρουσιάζει σημείο καμπής για κάθε    και να βρείτε τις 

συντεταγμένες του σημείου καμπής  .            (Μονάδες 6) 
β) Να βρείτε για ποιες τιμές του   η ( )P x  παρουσιάζει τοπικά ακρότατα και να 

προσδιορίσετε το είδος τους.              (Μονάδες 6) 

γ) Έστω ότι ( 1, 3)    και ότι η ( )P x  παρουσιάζει τοπικά ακρότατα στις θέσεις 1 2,x x , με 

1 21x x   . 

i. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης ( )  της 
PC  στο σημείο   και κατόπιν να 

αιτιολογήσετε ότι βρίσκεται στο 2ο και 4ο τεταρτημόριο.         (Μονάδες 5) 

ii. Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν 1  που περικλείεται μεταξύ των  ( )  , 
PC  και των 

ευθειών 1, 1x x x    είναι ίσο με το εμβαδόν 2  που περικλείεται μεταξύ των ( )  , 
PC  

και των ευθειών 2 , 1x x x   .                      (Μονάδες 8) 

 
ΘΕΜΑ 4 #23955 

Στο παρακάτω σχήμα, δίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης      
 

    
,     

και οι ευθείες με εξισώσεις      και     οι οποίες τέμνουν τον μεν άξονα     στα 
σημεία Α και Β αντίστοιχα, την δε γραφική παράσταση της   στα σημεία Ε και Δ 
αντίστοιχα. Η γραφική παράσταση της   τέμνει τον άξονα     στο σημείο Γ.  
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α) Να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης      στο 
σημείο Δ, είναι η ευθεία ΓΔ.              (Μονάδες 8) 

β) Να αποδείξετε ότι στο διάστημα        η γραφική παράσταση της συνάρτησης   
βρίσκεται πάνω από την ευθεία ΓΔ, με εξαίρεση τα κοινά τους σημεία Γ και Δ.  (Μονάδες 7) 

γ) Να αποδείξετε ότι        
 

  
 

 

 
.                                                                  (Μονάδες 10) 

 
ΘΕΜΑ 4 #24131 

Δίνεται η γνησίως αύξουσα συνάρτηση  f , με τύπο  
1

( ) , 0.
2

x
f x x

x


 


 

α) Να βρείτε το σύνολο τιμών της f  .           (Μονάδες 07) 

β) Να βρείτε την αντίστροφη της f .          (Μονάδες 07) 

γ) Στο παρακάτω σχήμα δίνονται οι καμπύλες 1 2,C C . Με δεδομένα  ότι  

 η μία από τις δύο καμπύλες αντιστοιχεί στην γραφική παράσταση της f  και η άλλη 

στην γραφική παράσταση της 1f  ,  

  

0

1

1

2

( )f x dx 



  

Να βρείτε: 

i. Ποια καμπύλη παριστάνει την γραφική παράσταση της f  και ποια την γραφική 

παράσταση της 1f  ,             (Μονάδες 04) 

ii. Το πρόσημο του α καθώς και το ολοκλήρωμα 
1

0

( )f x dx    συναρτήσει του a . 

(Μονάδες 07) 
ΘΕΜΑ 4 #24275 
Δίνεται η συνάρτηση  

 
1

1 ,
x

f x x x
e

     . 

1) Να αποδειχθεί ότι η ευθεία 1y x    είναι πλάγια ασύμπτωτη της γραφικής 

παράστασης της f  στο  .          (Μονάδες 07) 

2) Να αποδειχθεί ότι η εξίσωση   0f x   έχει ακριβώς μια ρίζα  , η οποία είναι 

μεγαλύτερη του 1 .                     (Μονάδες 09) 
3) Να αποδειχθεί ότι το εμβαδό   του χωρίου Ω που περικλείεται από τη γραφική 

παράσταση της συνάρτησης f , τον άξονα x x  και τις ευθείες 1,  x x    ισούται με 

 
 

 
2

11
1

2
e


 


        τετραγωνικές μονάδες.       (Μονάδες 09) 

 
ΘΕΜΑ 4 #24704 

Δίνεται η συνάρτηση            ,    . 
α) Να αποδείξετε ότι η   είναι γνησίως αύξουσα στο       .         (Μονάδες 6) 
β) Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της   τέμνει ακριβώς σε ένα σημείο Α τον 
άξονα    , με τετμημένη         .                     (Μονάδες 9) 

γ) Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν   του χωρίου που ορίζεται από την γραφική παράσταση 
της  , τον άξονα     και την ευθεία με εξίσωση    , είναι                   . 

(Μονάδες 10) 
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ΘΕΜΑ 4 #25147 

Δίνονται οι συναρτήσεις:                                     
α) Να αποδείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των     έχουν μοναδικό κοινό σημείο το 

  
 

 
  

  

  ,  στο διάστημα ορισμού τους                    (Μονάδες 7) 

β) Να αποδείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων      δέχονται κοινή 
εφαπτομένη στο σημείο τομής τους.            (Μονάδες 9) 

γ) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που ορίζεται από τον άξονα       και τις 
γραφικές παραστάσεις των                    (Μονάδες 9) 

 
ΘΕΜΑ 4 #25235 

Θεωρούμε τη συνάρτηση          ,    
 

 
 
  

 
 , της οποίας η γραφική παράσταση 

φαίνεται στο παρακάτω σχήμα. Στα σημεία   
 

 
   

 

 
   και   

  

 
   

  

 
   έχουν σχεδιασθεί  

οι εφαπτόμενες           αντίστοιχα της γραφικής παράστασης της  , οι οποίες τέμνονται  
στο σημείο  . 
 

 

 

 

 

 

 

α) Να αποδείξετε ότι οι εξισώσεις των εφαπτόμενων ευθειών           είναι 

            
 

 
 και           

  

 
 αντίστοιχα.          (Μονάδες 8) 

β) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση 

της   και τις ευθείες      και     .             (Μονάδες 9) 

γ) Να υπολογίσετε το όριο    
  

 

 

 
 

       
 

 

.           (Μονάδες 8) 

 
ΘΕΜΑ 4 #25259 
Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση :f  ,  που είναι τέτοια, ώστε: 

 η γραφική παράσταση της f , να εφάπτεται της 
1

:
4

y   , στο 0 0x  .  

 είναι κυρτή και 

  1 1f  . 

α) Να αποδειχθεί ότι: 

i.  
1

0
4

f   και  0 0f   .          (Μονάδες 06) 

ii. 
 

 0

4 1
lim 0.
x

f x

x f x





                    (Μονάδες 07) 

β) Επιπλέον δίνεται ότι η πρώτη παράγωγος της f  είναι συνεχής. 

i. Να αποδείξετε ότι   0f x  , για κάθε  0,1x .                (Μονάδες 06) 

ii. Να υπολογίσετε το εμβαδό   του χωρίου που περικλείεται από την γραφική 

παράσταση της ,f   τον άξονα x x  και την ευθεία 1x  .     (Μονάδες 06) 
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ΘΕΜΑ 4 #25746 
Έστω συνάρτηση :f   παραγωγίσιμη με συνεχή παράγωγο για την οποία ισχύει ότι 

( ) ( )f x f x  , για κάθε x  και (0) 0f  . Έστω επίσης η συνάρτηση ( ) ( )xg x e f x . 

α) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση g  είναι γνησίως αύξουσα στο .       (Μονάδες 6) 

β) Να αποδείξετε ότι ( ) 0f x   για κάθε 0x   και ( ) 0f x   για κάθε 0x  .       (Μονάδες 6) 

γ) Να λύσετε την εξίσωση ( 1) ( 1)f x f x    .          (Μονάδες 7) 
δ) Αν   το εμβαδόν που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της f  τον άξονα x x  και 

τις ευθείες 0x   και 1x  , να αποδείξετε ότι (1)f  .          (Μονάδες 6) 

 
ΘΕΜΑ 4 #25747 
Δίνεται συνάρτηση :[0,2]f   η οποία είναι συνεχής στο [0,2], παραγωγίσιμη στο (0,2) 

και ισχύουν (1) 1f   και ( ) ( ) 1f x f x x    , για κάθε (0, 2)x . 

α) Να αποδείξετε ότι 2 2( ) 2f x x x    για κάθε [0,2]x .         (Μονάδες 6) 

β) Να αποδείξετε ότι 2( ) 2f x x x    για κάθε [0,2]x .                  (Μονάδες 6) 
γ) Αφού αιτιολογήσετε ότι η γραφική παράσταση της f  είναι ημικύκλιο με κέντρο Κ(1,0) 

και ακτίνα 1, να τη σχεδιάσετε σε ορθοκανονικό σύστημα αξόνων.                    (Μονάδες 7) 

δ) Να υπολογίσετε το 
2

0

( )f x dx .

                                                                           

(Μονάδες 6)

 
 
ΘΕΜΑ 4 #25757 
Δίνεται η συνάρτηση  

 
  2 1
1 ,  αν 0 1

1

     0                   ,  αν 1

x x
f x x

x


  

    
  
 

 

α) Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση f  είναι συνεχής.                 (Μονάδες 09) 

β) Να αποδειχθεί ότι για κάθε  0,1x , ισχύει  0 1f x x   .          (Μονάδες 07) 

γ) Να αποδειχθεί ότι για το εμβαδό   του χωρίου Ω που περικλείεται από τη γραφική 

παράσταση της συνάρτησης f , τον άξονα x x  και τις ευθείες 0,  1x x   ισχύει 
1

2
   

τετραγωνικές μονάδες.            (Μονάδες 09) 
 
ΘΕΜΑ 4 #26183 

Θεωρούμε τη συνάρτηση       
   

  

 
       

  
    

 
    

  

α) Να αποδείξετε ότι η   είναι συνεχής στο  , αλλά όχι παραγωγίσιμη στο  .    (Μονάδες 8) 
β) Να αποδείξετε ότι η   έχει ακριβώς δύο κρίσιμα σημεία στο διάστημα       . 

(Μονάδες 7) 
γ) Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του χωρίου που ορίζεται από την γραφική παράσταση της 

 , τον άξονα    , τον άξονα     και την ευθεία με εξίσωση    , είναι   
   

 
 τετραγωνικές 

μονάδες.              (Μονάδες 10) 
 
 
 
 



3Ο ΚΕΦΑΛΑΙΟ   :   ΟΛΟΚΛΗΡΩΤΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ 
 

ΕΠΙΜΕΛΕΙΑ : ΠΑΛΑΙΟΛΟΓΟΥ ΠΑΥΛΟΣ                   www.pitetragono.gr Σελίδα 271 

ΘΕΜΑ 4 #27031 

Δίνεται η συνάρτηση       
 

 
    με          και τυχαίο σημείο      

  

 
  με     

της γραφικής της παράστασης. 
α) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της    στο σημείο  .      (Μονάδες 06) 

β) 

i. Ένα περιπολικό   κινείται κατά μήκος της καμπύλης    
 

 
       

πλησιάζοντας την ακτή και ο προβολέας του φωτίζει κατευθείαν εμπρός (όπως 
φαίνεται στο σχήμα). 

 
Αν ο ρυθμός μεταβολής της τετμημένης του περιπολικού δίνεται από τον τύπο 

             
να βρείτε το ρυθμό μεταβολής της τετμημένης του σημείου   της ακτής, στο οποίο 
πέφτουν τα φώτα του προβολέα τη χρονική στιγμή   , κατά την οποία το περιπολικό 
έχει τετμημένη   .            (Μονάδες 08) 

ii. Να ερμηνεύσετε το πρόσημο του ρυθμού μεταβολής της τετμημένης του σημείου 

 .              (Μονάδες 02) 

γ) Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου  , που περικλείεται από την γραφική παράσταση της 
συνάρτησης  , τον άξονα x΄x και την εφαπτομένη της    στο σημείο της με τετμημένη   . 

(Μονάδες 09) 
 
ΘΕΜΑ 4 #28476 

Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση       για την οποία ισχύουν: 

   
   

         

   
    και 

            για κάθε      
α)  

i. Να υπολογίσετε το  

   
   

   

   
 

(Μονάδες  03) 

ii. Να αποδείξετε ότι       .                  (Μονάδες  03) 
β) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση        έχει μία ακριβώς ρίζα.     (Μονάδες  06) 
γ) Να βρείτε το πρόσημο της συνάρτησης   για κάθε    .      (Μονάδες  06) 

δ) Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου  , που περικλείεται μεταξύ της γραφικής παράστασης 
της συνάρτησης  , τον άξονα     και των ευθειών     και    . 

(Μονάδες  07) 
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ΘΕΜΑ 4 #27408 

Στο παρακάτω σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης f x  9  x2 . 
Μεταξύ του γραφήματος της συνάρτησης και του οριζόντιου άξονα x΄x είναι εγγεγραμμένο 

το ορθογώνιο ΑΒΓΔ. Οι κορυφές Α(x,0) και Δ(-x,0)  είναι σημεία του άξονα x΄x, ενώ οι 
κορυφές Β x f x   και Γ  x f  x ) είναι σημεία της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 
f. 

 
α) Να αποδείξετε ότι το εμβαδό του ορθογωνίου ΑΒΓΔ ως συνάρτηση του x   0 3  δίνεται 

από την συνάρτηση Ε x  18x  2x3.                                                                (Μονάδες 6) 
β) Να μελετηθεί η συνάρτηση Ε x  ως προς την μονοτονία.                               (Μονάδες 6) 
γ) Να υπολογίσετε τις διαστάσεις του ορθογωνίου ΑΒΓΔ, ώστε αυτό να έχει το μέγιστο 

εμβαδό, και να αποδείξετε ότι αυτό ισούται με  12 3 τετραγωνικές μονάδες.     (Μονάδες 6) 
δ) Να υπολογίσετε το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση 
της συνάρτησης f , του άξονα x΄x και είναι εξωτερικό του ορθογωνίου ΑΒΓΔ όταν το 
εμβαδό του παίρνει την μέγιστη τιμή του.                                                            (Μονάδες 7) 
 
ΘΕΜΑ 4 #29646 

Έστω η συνάρτηση   με                   . 
α) Να αποδείξετε ότι: 

i. Η   παρουσιάζει στο       τοπικό ελάχιστο, στο      μέγιστο και το σημείο  
          είναι σημείο  καμπής της   .      (Μονάδες 09) 

ii. Tα σημείαΑ         ,            και  Γ          είναι συνευθειακά και το σημείο Γ 
είναι το μέσο του τμήματος ΑΒ.           (Μονάδες 03) 

β) Να αποδείξετε ότι η ευθεία ΑΒ ορίζει με τη γραφική παράσταση της   δύο ισεμβαδικά 
χωρία.           (Μονάδες 08) 
γ) Έστω ε η εφαπτομένη της     στο σημείο της Β, η οποία τέμνει τον άξονα y’y στο Δ. Να 

αποδείξετε ότι το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΔ ισούται με το εμβαδόν του χωρίου που 
περικλείεται μεταξύ της    , της ευθείας ε και του άξονα y’y.           (Μονάδες 05) 
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ΘΕΜΑ 4 #28870 

Δίνεται μία συνεχής συνάρτηση   στο  διάστημα [-3,2], η οποία δεν είναι παραγωγίσιμη 
στο -1. Στο παρακάτω σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση της παραγώγου της  ,η     

που στο διάστημα (-1,2] είναι ευθύγραμμο τμήμα. 

α) Να μελετήσετε τη συνάρτηση    ως προς τη μονοτονία της.      (Μονάδες 08) 
β) Να βρείτε: 

i. Τα κρίσιμα σημεία της  , αν υπάρχουν, δικαιολογώντας την απάντησή σας.  
      (Μονάδες 06) 

ii. Τις θέσεις τοπικών ακροτάτων και το είδος τους.           (Μονάδες 05) 

γ) Αν η    είναι συνεχής στο [0,2] και ισχύει ότι             
 

 
, να υπολογίσετε την τιμή 

     .           (Μονάδες 06) 

 
 

ΘΕΜΑ 4 #29645 

Έστω η συνάρτηση   με       
          

             
 . 

α) Να αποδείξετε ότι η   έχει δύο ακριβώς ρίζες τις        με      και     . 
           (Μονάδες 12) 
β)  

i. Να εξετάσετε αν η συνάρτηση   ικανοποιεί καθεμία από τις προϋποθέσεις του 
θεωρήματος Rolle στο διάστημα         με        οι ρίζες της   του ερωτήματος α).
           (Μονάδες 04) 

ii. Να βρείτε όλα τα             για τα οποία ισχύει        .                  (Μονάδες 04) 
γ) Αν ε η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της   στο σημείο με τετμημένη 2, να 
υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της    , 
την ευθεία ε και την ευθεία x=0.           (Μονάδες 05) 
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ΘΕΜΑ 4 #31148 

Θεωρούμε τις συναρτήσεις      
    

  
 ,      και          με    . 

α) Να αποδείξτε ότι           για κάθε    .           (Μονάδες 5) 
β) Θεωρούμε τα σημεία           και           με    .  Η παράλληλη ευθεία από το   

προς τον  άξονα     τέμνει τον ημιάξονα    στο σημείο    ενώ η παράλληλη ευθεία από το 
  προς τον άξονα      τέμνει τον ημιάξονα    στο σημείο  .  

(i) Να αποδείξτε ότι το εμβαδόν του ορθογωνίου       είναι       
  

   
 ,    . 

(Μονάδες 6) 

(ii) Να βρείτε για ποια τιμή του  , το εμβαδόν      γίνεται μέγιστο.       (Μονάδες 7) 
γ) Να αποδείξτε ότι το εμβαδόν του χωρίου που ορίζεται από την γραφική παράσταση της 

συνάρτησης      
         

 
, τον άξονα     καθώς και τις ευθείες με εξισώσεις       και 

   , είναι       
 

 
 τετραγωνικές μονάδες.           (Μονάδες 7) 

 
ΘΕΜΑ 4 #31149 

Θεωρούμε τη συνάρτηση   με      
     

 

 
 

  
 με         . 

α) Να αποδείξτε ότι        για κάθε     και ότι η   είναι γνησίως φθίνουσα στο 
      .                (Μονάδες 9) 

β) Να λύσετε την ανίσωση                                 .                 (Μονάδες 7) 

γ) Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του χωρίου που ορίζεται από τη γραφική παράσταση της 

 , τις ευθείες με εξισώσεις   
 

 
,     και τον άξονα     είναι    

  

  
 .               (Μονάδες 9) 

 
ΘΕΜΑ 4 #31530 

Δίνεται η συνάρτηση    3f(x) x 5x 2, x . 

α)  i. Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της f  τέμνει τον άξονα x΄x σε ένα μόνο 

σημείο  με τετμημένη ox  που περιέχεται στο διάστημα (0, 1).                        (Μονάδες 5) 

ii. Να εξετάσετε αν ο αριθμός ox  είναι πιο κοντά στο 0 ή στο 1.                     (Μονάδες 4) 

β) Να υπολογίσετε το όριο 


  

 

3
o

x
o

f(x θ)x 2x 5
lim

f(x θ)x 5
 , αν ox  είναι ο αριθμός του ερωτήματος 

(α) και θ ένας θετικός αριθμός.                      (Μονάδες 9) 

γ) Να  υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που ορίζεται από τη γραφική παράσταση fC  

της f, την εφαπτομένη της στο σημείο A(1, 4)  και τις ευθείες x 1  και x 2 .       (Μονάδες 7) 

 
ΘΕΜΑ 4 #31533 

Δίνεται η συνάρτηση   
2

4
f(x) 4 , x 0

x
. 

α) Να την μελετήσετε ως προς τη μονοτονία, την κυρτότητα και να βρείτε την οριζόντια 

ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης fC  της f.                   (Μονάδες 9) 

β) Αν οι εφαπτόμενες της fC  στα σημεία 1 1 2 2A(x , f(x )), B(x , f(x )) είναι κάθετες, να αποδείξετε 

ότι  1 2x x 4 .                (Μονάδες 6) 

γ) Στο παρακάτω σχήμα φαίνεται η γραφική παράσταση της f (διακεκομμένη γραμμή) και 
το ορθογώνιο ΑΒΓΔ που ορίζεται  από τον άξονα x x  και τις ευθείες   x 1, x α, α 1 και 

y 4 . Η fC χωρίζει το ορθογώνιο σε δυο χωρία 1 2Ω , Ω .  
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i. Να υπολογίσετε, συναρτήσει του α, τα εμβαδά 1 2Ε(Ω ), Ε(Ω ) των χωρίων.  (Μονάδες 5) 

ii. Να βρείτε για ποια τιμή του α ισχύει 1 2Ε(Ω ) Ε(Ω ) .         (Μονάδες 5) 

 
ΘΕΜΑ 4 #31534 
Η παραβολή του  διπλανού σχήματος διέρχεται 
από την αρχή των αξόνων, η κορυφή της είναι 
το σημείο K(2, 2)  και είναι η γραφική παράσταση 

της παραγώγου μιας   συνάρτησης f : .  

α) Να αποδείξετε ότι     21
f (x) x 2x, x

2
. 

(Μονάδες 8) 
β) Αν η γραφική παράσταση της f τέμνει τον 
άξονα y΄y  στο σημείο Α(0, 1), να αποδείξετε ότι  

   3 21
f(x) x x 1

6
                             (Μονάδες 6) 

Θεωρούμε επιπλέον τη συνάρτηση   

   2g(x) x x 1 ημ x , x  

γ) i. Να αποδείξετε ότι η γραφική παράστασης της g είναι πάνω από τη γραφική 
παράσταση    της f  για κάθε x 0 .                     (Μονάδες 6) 

    ii. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που ορίζεται από τις f gC , C  και τις ευθείες 

x 0 και x π .               (Μονάδες 5) 

 
ΘΕΜΑ 4 #31792 

Θεωρούμε τη συνάρτηση       
                    

  
      

 
                  

 . 

α) Να αποδείξετε ότι η   είναι συνεχής, αλλά μη παραγωγίσιμη στο     .      (Μονάδες 9) 
β) Να βρείτε τα κρίσιμα σημεία της  .                                                                  (Μονάδες 7) 
γ) Δίνεται η συνάρτηση         . Να υπολογίστε το εμβαδόν του χωρίου που ορίζεται 
από τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων     ,      και τις ευθείες με εξισώσεις 

    και    .                                                (Μονάδες 9) 
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ΘΕΜΑ 4 #33598 
Στο παρακάτω σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση μιας συνεχούς και γνησίως αύξουσας 
συνάρτησης f  με πεδίο ορισμού το [0,1] , η οποία διέρχεται από τα σημεία (0,0) και (1,1) . 

Το χωρίο Ω περικλείεται από τον άξονα yy  την ευθεία 1y   και τη γραφική παράσταση 

της f . 

α) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f  είναι αντιστρέψιμη και να βρείτε το πεδίο ορισμού της 
1f  .                 (Μονάδες 5) 

β) Να μεταφέρετε στην κόλλα σας το παρακάτω σχήμα και σχεδιάσετε σε αυτό τη γραφική 

παράσταση της 1f  .              (Μονάδες 5) 

γ) Να αποδείξετε ότι 
1

0

1
( )

2
f x dx  .                                                  (Μονάδες 5) 

δ) Αν θεωρήσουμε ότι η 1f   είναι συνεχής αξιοποιώντας το παρακάτω σχήμα να 

αποδείξετε ότι   

i. 
1 1

1

0 0

( ) 1 ( )f x dx f x dx    .                                                                               (Μονάδες 5) 

ii. 
1

1

0

( ) ( )f x dx    , όπου ( )   το εμβαδόν του χωρίου Ω.                         (Μονάδες 5) 

 
 
ΘΕΜΑ 4 #33634 

Έστω 
2

2

0
2

I xdx




   και 

2
2

0
2

J xdx




  .  

α) Να αποδείξετε ότι 
2

4
I J


  .                      (Μονάδες 6) 

β) Με χρήση της αντικατάστασης 
2

u x


   να αποδείξετε ότι I J  και κατόπιν ότι 

2

8
I J


  .                (Μονάδες 7) 
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γ) Στο παρακάτω σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση 
fC  της συνάρτησης 2( )

2
f x x


  

στο διάστημα 0,
2

 
 
 

. Η ευθεία ΟΑ τέμνει τη fC  στα σημεία (0,0) , ( , )
2 2

 
 , ( , ( ))x f x   

και ορίζει με τη fC
 
τα χωρία 1 , 2 . Να αποδείξετε ότι : 

i. το εμβαδόν που περικλείεται μεταξύ της fC , του άξονα yy΄  και της ευθείας 
2

y


  

είναι το J .               (Μονάδες 6) 

ii. τα εμβαδά των χωρίων 1 , 2  είναι ίσα .           (Μονάδες 6) 

 
 
ΘΕΜΑ 4 #34566 

Θεωρούμε την παραγωγίσιμη  συνάρτηση          , με     και       , για κάθε 

        , για την οποία επιπλέον γνωρίζουμε ότι: 

 Η συνάρτηση       είναι συνεχής στο      . 

                   
 

 
. 

              . 
         για κάθε        . 

α) Να αποδείξετε ότι υπάρχει σημείο της γραφικής παράστασης της συνάρτησης       
      ,         στο οποίο η εφαπτομένη ευθεία είναι παράλληλη προς τον άξονα    . 

(Μονάδες 5) 
β) Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του χωρίου που ορίζεται από την γραφική παράσταση 

της συνάρτησης      , τις ευθείες    ,     και τον άξονα    , είναι     τετραγωνικές 
μονάδες.                         (Μονάδες 7) 

γ) Να αποδείξτε ότι η συνάρτηση   είναι γνησίως φθίνουσα στο      .             (Μονάδες 6) 
δ) Έστω ότι η συνάρτηση   είναι μια αρχική της   στο      .  

Να αποδείξετε ότι για κάθε         ισχύει  
         

   
     .         (Μονάδες 7) 
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ΘΕΜΑ 4 #35244 

Δίνεται η συνάρτηση με   1, 0,
2

f x x x



 

   
 

.  

α) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση   1x x x    έχει μια ακριβώς λύση στο ανοικτό 

διάστημα ,
4 2

  
 
 

.             (Μονάδες 08) 

β) Να βρείτε το πρόσημο της συνάρτησης f  για όλες τις πραγματικές τιμές του 0,
2

x
 

 
 

. 

(Μονάδες 08) 
γ) Να υπολογίσετε το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της 

συνάρτησης f  τις ευθείες 0x  , 
3

x


  και τον άξονα x x .       (Μονάδες 09) 

 
ΘΕΜΑ 4 #35302 

Θεωρούμε τις συναρτήσεις   ,    και   με        ,           και  
           ,         . 
α) Να μελετήσετε τη συνάρτηση   ως προς τη μονοτονία και την κυρτότητα και να βρείτε το 
σύνολο τιμών της.            (Μονάδες 09) 

β) Στο παρακάτω σχήμα δίνονται 4 γραφικές παραστάσεις συναρτήσεων, οι          και 
  . Να αντιστοιχίσετε σε κάθε μία από τις συναρτήσεις     και   τη γραφική της 
παράσταση, επιλέγοντας μεταξύ των           και     την κατάλληλη και να 
δικαιολογήσετε πλήρως την επιλογή σας.           (Μονάδες 09) 

γ) Να αποδείξετε ότι, η καμπύλη    χωρίζει το χωρίο που περικλείεται από τις καμπύλες 
   και    και τις κατακόρυφες ευθείες x= -1 και x=0 σε δύο ισεμβαδικά χωρία.(Μονάδες 07) 
 

 
 


