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2.4  ΡΥΘΜΟΣ ΜΕΤΑΒΟΛΗΣ 

 

38. ΟΡΙΣΜΟΣ  

Τι λέμε ρυθμό μεταβολής του μεγέθους y  ως προς το μέγεθος x  για 0
x x , αν y f(x) είναι 

παραγωγίσιμη συνάρτηση ;  

Απάντηση : 

Αν δύο μεταβλητά μεγέθη x, y  συνδέονται με τη σχέση y f(x) , όταν  f  είναι μια 

συνάρτηση παραγωγίσιμη στο 0
x , τότε ονομάζουμε ρυθμό μεταβολής του y ως προς το x 

στο σημείο 0
x  την παράγωγο 0

f (x ) . 

 

Σχόλια : 

 Ο ρυθμός μεταβολής της ταχύτητας v  ως προς το χρόνο t  τη χρονική στιγμή 0t  είναι η 

παράγωγος )( 0tv , της ταχύτητας v  ως προς το χρόνο t  τη χρονική στιγμή 0t . Η 

παράγωγος )( 0tv  λέγεται επιτάχυνση του κινητού τη χρονική στιγμή 0t  και συμβολίζεται 

με )( 0t . Είναι δηλαδή : )( 0t  )( 0tv )( 0tS  .  

 Στην οικονομία, το κόστος  , η είσπραξη   και το κέρδος   εκφράζονται συναρτήσει 

της ποσότητας x του παραγόμενου προϊόντος. Έτσι, η παράγωγος )( 0x  παριστάνει το 

ρυθμό μεταβολής του κόστους   ως προς την ποσότητα x, όταν 0xx   και λέγεται 

οριακό κόστος στο 0x . Ανάλογα, ορίζονται και οι έννοιες οριακή είσπραξη στο 0x  και 

οριακό κέρδος στο 0x .  

 

 

 
 
 
 

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ 1 : ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ ΡΥΘΜΟΥ ΜΕΤΑΒΟΛΗΣ  
Για να επιλύσουμε προβλήματα σχετικά με ρυθμούς μεταβολής μεγεθών, κάνουμε τα 
εξής :  

i. Πρώτα καταγράφουμε όλους τους αγνώστους, καθώς και τις σχέσεις που τους 
συνδέουν. Αν η σχέση που συνδέει τους αγνώστους δε δίνεται στην εκφώνηση, 
τότε την φτιάχνουμε μέσα από τα δεδομένα της εκφώνησης (είτε με σχήμα, είτε με 
τη λογική σκέψη). 

ii. Έπειτα μετατρέπουμε τη σχέση που συνδέει τους αγνώστους σε συνάρτηση ως 
προς τον ανεξάρτητο άγνωστο. 

iii. Υπολογίζουμε τις τιμές των αγνώστων όταν  που ζητείται ο ρυθμός 

μεταβολής. 

iv. Τέλος παραγωγίζουμε τη συνάρτηση που φτιάξαμε και με αντικατάσταση  

προκύπτει ο ζητούμενος ρυθμός μεταβολής.  
 

0xx 

0xx 
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ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ : 
 
1) Να βρείτε το ρυθμό μεταβολής της απόστασης των σημείων Α(4,0) και Β(0,x) ως προς 

x, όταν x=3.  
Λύση :  

 Η Απόσταση δυο σημείων ),( 11 yx  και ),( 22 yx  Δίνεται από τον τύπο : 

   2

12

2

12)( yyxx   . Άρα     222
16040)( xx   

 Άρα η συνάρτηση που δίνει την απόσταση )(  ως προς x είναι 216)( xxf   με 

fD  . Εδώ θέλω το ρυθμό μεταβολής της )(xf  όταν x=3, δηλ. το )3(f  . Βρίσκω 

πρώτα την 






2

2

2

2

162

2
)16(

162

1
)16()(

x

x
x

x
xxf

216 x

x


 

 Άρα 
5

3

916

3
)3( 


f  

 

2) Δίνεται ορθογώνιο με διαστάσεις tttx 93)( 2   και 186)(  tty , όπου t ο χρόνος σε 

sec. Να  βρεθεί ο ρυθμός μεταβολής του εμβαδού του ορθογωνίου, τη χρονική στιγμή 
που γίνεται τετράγωνο. 
Λύση :  

 

Υπενθύμιση :   

 Εμβαδόν σφαίρας : ,   Όγκος σφαίρας :  

 Εμβαδόν κώνου :    ,  Όγκος κώνου :  , 

 Όγκος πυραμίδας :   

 Ο ρυθμός μεταβολής της ταχύτητας  ως προς το χρόνο  τη χρονική στιγμή  είναι 

η παράγωγος , της ταχύτητας  ως προς το χρόνο  τη χρονική στιγμή . Η 

παράγωγος  λέγεται επιτάχυνση του κινητού τη χρονική στιγμή  και 

συμβολίζεται με . Είναι δηλαδή : .  

 Στην οικονομία, το κόστος , η είσπραξη  και το κέρδος  εκφράζονται 
συναρτήσει της ποσότητας x του παραγόμενου προϊόντος (δηλ. )(),(),( xxx  ). 

Έτσι, η παράγωγος  παριστάνει το ρυθμό μεταβολής του κόστους  ως προς 

την ποσότητα x, όταν  και λέγεται οριακό κόστος στο . Ανάλογα, ορίζονται και 

οι έννοιες οριακή είσπραξη στο  και οριακό κέρδος στο . Η βασική σχέση που 

συνδέει τις συναρτήσεις )(),(),( xxx   είναι )()()( xxx  . Το μέσο κόστος 

παραγωγής x μονάδων προϊόντος συμβολίζεται με )(x  και είναι 
x

x
x

)(
)(


  .  

24 R 3

3

4
RV 

2RR    2

3

1
RV 

  άV
3

1

v t
0t

)( 0tv v t
0t

)( 0tv 0t

)( 0t )( 0t  )( 0tv )( 0tS 

  

)( 0x 

0xx  0x

0x 0x
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yx   άρα  ttttttttytxt 162545418)186)(93()()()( 2232  

     ttt 16210818 23   

Τη χρονική στιγμή που το ορθογώνιο γίνεται τετράγωνο θα ισχύει )(tx

3,,2060183318693)( 222  tήttttttttty  απορ. 

Η συνάρτηση του εμβαδού είναι tttt 16210818)( 23  . Εδώ θέλω το ρυθμό 

μεταβολής του εμβαδού του ορθογωνίου, τη χρονική στιγμή που γίνεται τετράγωνο 

δηλ. το )2( . Βρίσκω πρώτα 16221654)( 2  ttt . Άρα 

8101622216254)2( 2   τετραγωνικές μονάδες/sec.  

 
3) Η θέση ενός υλικού σημείου, το οποίο εκτελεί ευθύγραμμη κίνηση δίνεται από τον τύπο 

ttttxx 96)( 23  , όπου το t μετριέται σε δευτερόλεπτα και το  x  σε μέτρα. 

i.Να βρεθεί η ταχύτητα του σημείου σε χρόνο t. 

ii. Ποια είναι η ταχύτητα του σημείου σε χρόνο 2 s και ποια σε χρόνο 4 s; 

iii. Πότε το σημείο είναι (στιγμιαία) ακίνητο; 

iv.Πότε το σημείο κινείται στη θετική κατεύθυνση και πότε στην  
αρνητική κατεύθυνση; 

v.Να βρεθεί το ολικό διάστημα που έχει διανύσει το σημείο στη διάρκεια των πρώτων 5 
s. 

 
Λύση :  

i. Η ταχύτητα είναι : 9123)96()()( 223  ttttttxtυ . 

ii. Η ταχύτητα του σημείου σε χρόνο st 2  είναι m/s 3921223)2( 2 υ  

 και σε χρόνο st 4  είναι m/s 9941243)4( 2 υ . 

iii. Το σημείο είναι ακίνητο, όταν  0)(t  09123 2 tt  0342 tt 1t   ή  

3t . 

   Άρα, το σημείο είναι ακίνητο ύστερα από 1 s και ύστερα από 3 s. 

iv.Το σημείο κινείται στη θετική κατεύθυνση, όταν  

 0)(t  09123 2 tt  0342 tt  0)3)(1( tt 1t    ή   3t . 

 Άρα, το σημείο κινείται στη θετική κατεύθυνση στα χρονικά διαστήματα 1t  και 3t  

(και στην αρνητική κατεύθυνση όταν )31  t . 

 Σχηματικά η κίνηση του υλικού σημείου μπορεί να παρασταθεί ως εξής: 
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 x=x(t) 

  t=0 

  t=3 

  t=1 

 4  0 
 

v.Η απόσταση που διανύθηκε από το κινούμενο σημείο είναι: 

 Στη διάρκεια του πρώτου δευτερόλεπτου m 4|04||)0()1(|1  xxS . 

 Από 1t  μέχρι 3t    m 4|40||)1()3(|2  xxS  

 Από 3t  μέχρι 5t    m 20|020||)3()5(|3  xxS  

  Άρα, το ολικό διάστημα  S  που διάνυσε το σημείο σε χρόνο 5s είναι 

m 282044321  SSSS . 

 

4) Mια σφαιρική μπάλα χιονιού αρχίζει να λιώνει. Η ακτίνα της, που  ελαττώνεται, 

δίνεται σε cm από τον τύπο 24 tr  , όπου t ο χρόνος σε sec. Να βρείτε το ρυθμό 

μεταβολής της επιφάνειας Ε και του όγκου V της μπάλας, όταν 1t sec.  

(Θυμηθείτε ότι 24 rE   και 3

3

4
rV  )               (Ασκ. 1 Α΄ ομάδας σελ. 243 σχολικό) 

Λύση : Επειδή 24 r  και η ακτίνα r  μεταβάλλεται συναρτήσει του χρόνου t ,  
έχουμε : 

)(4)( 2 trt   και 24)( ttr  .  

)()(8)( trtrt    με ttr 2)(  .  

Έτσι : scmrr /48)2(38)1()1(8)1( 2      

Ομοίως )(
3

4
)( 3 trtV  , )()(4)( 2 trtrtV    

Έτσι : scmrrV /72)2(94)1()1(4)1( 32    

 

5) Αν η επιφάνεια μιας σφαίρας αυξάνεται με ρυθμό 10cm2/sec, να βρείτε το ρυθμό με 

τον οποίο αυξάνεται ο όγκος αυτής όταν 85r cm.  

      (Ασκ. 1 Β΄ ομάδας σελ. 244 σχολικό) 

Λύση :  Είναι )(trr   η ακτίνα της σφαίρας ως συνάρτηση του χρόνου t .  

Η επιφάνεια της σφαίρας είναι )(4)( 2 trt   και ο όγκος )(
3

4
)( 3 trtV  .  

Οπότε : )()(8)( trtrt    και )()(4)( 2 trtrtV   .  

Τη χρονική στιγμή 0t  η επιφάνεια μιας σφαίρας αυξάνεται με ρυθμό 10cm2/sec δηλ. 

scmt /10)( 2

0   και η ακτίνα της είναι cmtr 85)( 0  . 

Άρα 

scmtrtrtrtrscmt /
68

1
)(10)(85810)()(8/10)( 0000

2

0


 

Έτσι : scmtrtrtV /425
68

1
854)()(4)( 32

00

2

0 


 . 
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ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ : 
 

6) Ένα κινητό Μ ξεκινά από την αρχή των αξόνων και κινείται κατά μήκος της 

καμπύλης 2

4

1
xy  , 0x . Σε ποιο σημείο της καμπύλης ο ρυθμός μεταβολής της 

τετμημένης x του Μ είναι ίσος με το ρυθμό μεταβολής της τεταγμένης του y, αν 

υποτεθεί ότι 0)(  tx  για κάθε 0t .          (Ασκ. 5 Α΄ ομάδας σελ. 244 σχολικό) 

 

Λύση :  Έστω ),( yx  σημείο της καμπύλης 2

4

1
xy  . Επειδή η τετμημενη και η 

τεταγμένη του σημείου Μ μεταβάλλονται συναρτήσει του χρόνου t  είναι 

)(),( tyytxx   με )(
4

1
)( 2 txty   

O ρυθμός μεταβολής της τετμημένης x του Μ είναι ίσος με το ρυθμό μεταβολής της 

τεταγμένης του y άρα :   )()( tytx
0)(

2 )()(
2

1
)()(

4

1
)(

















tx

txtxtxtxtx  

2)()(
2

1
1  txtx . Και 1)(2

4

1
)()(

4

1
)( 22  tytytxty . Δηλ. )1,2(  

 

7) Ένα κινητό κινείται σε κυκλική τροχιά με εξίσωση 122  yx . Καθώς περνάει από το 

σημείο 














2

3
,

2

1
, η τεταγμένη y ελαττώνεται με ρυθμό 3 μονάδες το δευτερόλεπτο. 

Να βρείτε το ρυθμό μεταβολής της τετμημένης x τη χρονική στιγμή που το κινητό 
περνάει από το Α.                        (Ασκ. 8 Β΄ ομάδας σελ. 245 σχολικό) 
 

Λύση :  Έστω )(),( tyytxx   οι συντεταγμένες του κινητού, την τυχαία χρονική 

στιγμή t . Τη χρονική στιγμή 0t  που το κινητό βρίσκεται στη θέση 














2

3
,

2

1
 είναι 

2

3
)(,

2

1
)( 00  tytx . Επίσης 3)( 0  ty . Όμως το κινητό κινείται στον κύκλο 

122  yx  δηλ. 1)()( 22  tytx . Παραγωγιζοντας και τα δυο μέλη έχουμε : 

  0)()(2)()(20)()( 22 


 tytytxtxtytx  (1) 

Έτσι η (1) για 0tt   γίνεται : 

 0)3(
2

3
2)(

2

1
20)()(2)()(2 00000 txtytytxtx  

sάtx /33)( 0  . 

 
 
 

 
 

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ 2 :  ΚΙΝΗΣΗ ΣΗΜΕΙΟΥ ΣΕ ΚΑΜΠΥΛΗ  
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8) Ένα περιπολικό Α κινείται κατά μήκος της καμπύλης 3

3

1
xy  , 

0x  πλησιάζοντας την ακτή και ο προβολέας του φωτίζει 
κατευθείαν εμπρός (Σχήμα). Αν ο ρυθμός μεταβολής της 
τετμημένης του περιπολικού δίνεται από τον τύπο )()( tt    

να βρείτε το ρυθμό μεταβολής της τετμημένης του σημείου Μ της 
ακτής στο οποίο πέφτουν τα φώτα του προβολέα τη χρονική 

στιγμή κατά την οποία το περιπολικό έχει τετμημένη 3 .  

                                       (Ασκ. 6 Β΄ ομάδας σελ. 245 σχολικό) 
Λύση :   
Ο προβολέας του περιπολικού φωτίζει κατά τη διεύθυνση της εφαπτομένης της 

fC  

στο σημείο 









3
,

3
 , καθώς αυτό κινείται κατά μήκος της καμπύλης. Είναι  

3

3

1
)( xxfy  , 0x  με 2)( xxf  . Έστω (ε) η εφαπτομένη της 

fC  στο σημείο 











3
,

3
  τότε  ))(()(:)(  xffy  )(

3
:)( 2

3




 xy

3

2
:)(

3
2 

  xy . Το σημείο Μ είναι το σημείο που η εφαπτομένη τέμνει τον x΄x. 

Έτσι :  
3

2
23

3

2
0)(

0
32

3
2

0 










xxx
y

. Άρα το σημείο Μ έχει τετμημενη 

3

)(2
)(

t
tx


 , έτσι 

3

)(2

3

)(2
)(

tt
tx





 , όμως τη χρονική στιγμή 0t  το περιπολικό, 

δηλ το σημείο Α, έχει τετμημένη 3  άρα 3)( 0 t . Τελικά 





ό

ήt
tx

.

.
2

3

)3(2

3

)(2
)( 0

0 


 .  

 

9) Ένα υλικό σημείο ),( yx  κινείται κατά μήκος της καμπύλης 1: 3  xeyC x
, με 

0)(),(  ttyytxx . Τη χρονική στιγμή 0t  που το Μ περνάει από το σημείο )2,0(  

η τετμημένη του αυξάνει με ρυθμό 2 μονάδες/sec. Να βρείτε το ρυθμό μεταβολής της 
απόστασης )(l  τη χρονική στιγμή που το κινητό περνάει από το Α. 

Λύση :   

Έστω )(),( tyytxx   οι συντεταγμένες του σημείου Μ. Ισχύει ότι 

1)()( 3)(  txety tx
. Τη χρονική στιγμή 0t  το Μ παίρνει από το )2,0( , άρα : 

2)(,0)( 00  tytx  και από εκφώνηση stx /.2)( 0  . Επίσης :  

22222)( yxlyxl  . Όμως η απόσταση )(l  είναι συνάρτηση του 

χρόνου t , έτσι έχω : )()()( 222 tytxtl   (1).  

Παραγωγίζοντας τα δυο μέλη της (1) έχω : )()(2)()(2)()(2 tytytxtxtltl   (2). 

Επίσης η (1) για 0tt   γίνεται :  )()()( 0

2

0

2

0

2 tytxtl  4)( 0

2 tl 2)( 0 tl .  

Ακόμα :      1)()( 3)( txety tx )()(3)( 2)( txtxtxe tx  ,  

Δηλαδή :  )( 0ty  22032)()(3)( 20

00

2

0

)( 0 etxtxtxe
tx 2)( 0  ty .  

Τελικά η )2(  για 0tt   γίνεται :  )()(2)()(2)()(2 000000 tytytxtxtltl  

 222202)(22 0tl  8)(4 0tl stl /.2)( 0  .  
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ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ : 
 
10) Ένα αερόστατο Α αφήνει το έδαφος σε απόσταση 100m από έναν παρατηρητή Π με 

ταχύτητα 50m/min. Με ποιο ρυθμό αυξάνεται η γωνία θ που σχηματίζει η ΑΠ με το 
έδαφος τη χρονική στιγμή κατά την οποία το μπαλόνι βρίσκεται σε ύψος 100m.  

 100m

 h

 θ

 Π

 A

 
        (Ασκ. 4 Β΄ ομάδας σελ. 245 σχολικό) 

Λύση :   

Το ύψος h  και η γωνία   μεταβάλλονται ως συνάρτηση του χρόνου t .  

Έτσι : )(thh   και )(t  . Τη χρονική στιγμή 0t  από δεδομένα έχουμε :  

mth 100)( 0   και min/50)( 0 mth  . Το τρίγωνο του σχήματος είναι ορθογώνιο έτσι : 


100.

. h

ά

ά






100

)(
)(

th
t  . Παραγωγίζοντας την ισότητα έχουμε :  

  














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1
)(

)(

1

100

)(
)(

2
tht

t
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t 






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100

1
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)()(
2

22

tht
t
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




 









 )(

100

1
)(1

)(

)(
2

2

tht
t

t




   )(
100

1
)(1)(2 thtt     (1) 

H (1) για 0tt   γίνεται :   )(
100

1
)(1)( 000

2 thtt     (2) 

Όμως 1
100

100

100

)(
)( 0

0 
th

t .  

Άρα η (2) γίνεται :  

  
100

50
)()11()(

100

1
)(1)( 0

2

000

2 tthtt  min/
4

1
)( 0 radt  . 
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ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ : 

 

11) Ένα κινητό Μ κινείται στη γραφική παράσταση της συνάρτησης ( ) lnf x x  και καθώς 

περνάει από το σημείο (1,0)  η τετμημένη του ελαττώνεται κατά 2 μονάδες το 

δευτερόλεπτο. Να βρείτε το ρυθμό μεταβολής της γωνίας ˆ x   τη χρονική στιγμή 

που το κινητό περνάει από το Α.  
Λύση :   

Είναι ( ) lny f x x   και το σημείο ( , ) fx y C  , με ( )x x t  και ( ) ln ( )y y t x t  , 0t  . 

Έστω 0t  η χρονική στιγμή που το Μ περνάει από το Α, τότε 0( ) 1x t  , 0 0( ) ln ( ) 0y t x t  , 

και 0( ) 2x t   .  

 
lny x

x x
    και τη χρονική στιγμή 0t   είναι : 

( ) ln ( )
( )

( ) ( )

y t x t
t

x t x t
    (1) 

Παραγωγίζουμε τα δυο μέλη της (1) και έχουμε :  

ΕΙΔΙΚΗ ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ ΓΩΝΙΑΣ ˆ x  
 

 
Όταν έχουμε να υπολογίσουμε το ρυθμό μεταβολής της γωνίας ˆ x  , 

χρησιμοποιούμε την εφαπτομένη της γωνίας θ, 
y

x
  . Στη συνέχεια εισάγουμε τη 

μεταβλητή του χρόνου ώστε 
( )

( )
( )

y t
t

x t
   και παραγωγίζουμε τα δυο μέλη.  
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  2 2

( )
( ) ln ( ) ( )

ln ( ) 1 ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

x t
x t x t x t

x t x t
t t

x t t x t
 

 


         

 
2 2

2 2

( ) ( ) ( ) ln ( ) ( )
( )

( ) ( )

t t x t x t x t
t

t x t

   


 

   
     2

2

( ) ln ( ) ( )
( ) 1 ( )

( )

x t x t x t
t t

x t
  

  
     

Για 0t t  έχουμε :  2 0 0 0
0 0 2

0

( ) ln ( ) ( )
( ) 1 ( )

( )

x t x t x t
t t

x t
  

  
    (2) 

0
0

0

ln ( )
( ) 0

( )

x t
t

x t
   , επομένως,  2

0 2

2 0 ( 2)
(2) 0 1 ( )

1
t

   
     0( ) 2 / sect rad    . 

 
 
 

 
ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ : 
 

12) Ένα κινητό Μ κινείται στη γραφική παράσταση της συνάρτησης ( ) lnf x x . Τη χρονική 

στιγμή που το Μ έχει τετμημένη e, ο ρυθμός μεταβολής της τετμημένης του Μ είναι 
2 / sececm . Να βρείτε το ρυθμό μεταβολής της γωνίας θ, που σχηματίζει η εφαπτομένη 

της fC  στο σημείο Μ, με τον άξονα x΄x, την παραπάνω χρονική στιγμή.  

Λύση :   

Έχουμε το σημείο 0 0( , ( ))x f x , με 0 ( )x x t  και 0 0( ) ( ) ln ( )f x y y t x t   , 0t  . 

Έστω 0t  η χρονική στιγμή που το Μ έχει τετμημένη e, τότε 0( )x t e , 0 0( ) ln ( ) 1y t x t   

και 0( ) 2x t e  . 

 

ΕΙΔΙΚΗ ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ ΓΩΝΙΑΣ ΠΟΥ ΣΧΗΜΑΤΙΖΕΙ Η ΕΦΑΠΤΟΜΕΝΗ ΤΗΣ ΓΡΑΦΙΚΗΣ 

ΠΑΡΑΣΤΑΣΗ ΤΗΣ f ΣΤΟ ΣΗΜΕΙΟ  0 0, ( )x f x  ΜΕ ΤΟΝ ΑΞΟΝΑ x΄x 

 
Όταν έχουμε να υπολογίσουμε το ρυθμό μεταβολής της γωνίας θ που σχηματίζει η 

εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f στο σημείο 0 0( , ( ))x f x , με 

τον άξονα x΄x, τότε χρησιμοποιούμε ότι : 0( )f x  . 
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 
1

( ) lnf x x
x

    και 0

0

1
( )f x

x
     

Tη χρονική στιγμή 0t   είναι : 
1

( )
( )

t
x t

   (1) 

Παραγωγίζουμε τα δυο μέλη της (1) και έχουμε :  

 
1

( )
( )

t
x t


    

 
2 2

1 ( )
( )

( ) ( )

x t
t

t x t


 


   

2 2

2 2

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

t t x t
t

t x t

   


 


      

 2

2

( )
( ) 1 ( )

( )

x t
t t

x t
  


     . Για 0t t  έχουμε :  2 0

0 0 2

0

( )
( ) 1 ( )

( )

x t
t t

x t
  


     (2) 

0

0

1 1
( )

( )
t

x t e
   , επομένως, 0 02 2 2

1 2 2
(2) 1 ( ) ( ) / sec

1

e e
t t rad

e e e
 

 
         

 
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2Ο ΚΕΦΑΛΑΙΟ   :   ΔΙΑΦΟΡΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ 

ΕΠΙΜΕΛΕΙΑ : ΠΑΛΑΙΟΛΟΓΟΥ ΠΑΥΛΟΣ                   www.pitetragono.gr    Σελίδα 277 

 
 

 
ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ : 
 
13) Μία σκάλα μήκους 3m είναι τοποθετημένη σ’ έναν 

τοίχο. Το κάτω μέρος της σκάλας γλιστρά στο δάπεδο 

με ρυθμό 0,1m/sec. Τη χρονική στιγμή 0t , που η 

κορυφή της σκάλας απέχει από το δάπεδο 2,5m, να 
βρείτε:  

i. Την ταχύτητα με την οποία πέφτει η κορυφή Α της 
σκάλας.        

ii. Το ρυθμό μεταβολής της γωνίας θ  (Σχήμα). 

           (Ασκ. 7 Β΄ ομάδας σελ. 245 σχολικό) 
Λύση :   
i. Τα μεγέθη ,, yx  είναι συναρτήσεις του χρόνου t  έτσι : )(),(),( ttyytxx   .  

Από δεδομένα έχουμε ότι τη χρονική στιγμή 0t  είναι smtx /1,0)( 0  , mty 5,2)( 0  . 

Ψάχνουμε την ταχύτητα με την οποία πέφτει η κορυφή Α της σκάλας δηλ. το )( 0ty . 

Επειδή το τρίγωνο του σχήματος είναι ορθογώνιο έχουμε :  

   322 3yx 9)()( 22  tytx  (1) 

Επίσης 
0

9)()( 22
tt

tytx


  9)()( 0

2

0

2 tytx  925,6)( 0

2 tx mtx 75,2)( 0  . 

  Παραγωγίζοντας την ισότητα (1) έχουμε : 0)()(2)()(2  tytytxtx  (2) 

H (2) για 0tt   γίνεται :  

 0)()(2)()(2 0000 tytytxtx  0)(5,221,075,22 0ty

smty /
25

75,2
)( 0  . 

 

ii. Είναι 
x

y

ά

ά






.

.

)(

)(
)(
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t  . Παραγωγίζοντας την ισότητα έχουμε 
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(3) 

H (3) για 0tt   γίνεται :    )(1)( 00

2 tt 
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)()()()(

0
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0000

tx
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Όμως 
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5,2

)(

)(
)(

0

0

0 
tx

ty
t .  

Άρα η (4) γίνεται :    )(1)( 00

2 tt  


)(

)()()()(

0

2

0000

tx

txtytxty
 

 y

 θ x

 3m

 A

 Β Ο
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

















75,2

25,0
25

75,2

)(
75,2

9

75,2

1,05,275,2
25

75,2

)(1
75,2

25,6
00 tt 

  36,0)(9 0t sradt /04,0)( 0  .  

 

 

 

 

 
ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ : 
 

14) Mία γυναίκα ύψους 1,60m απομακρύνεται από τη βάση ενός φανοστάτη ύψους 8m 
με ταχύτητα 0,8m/s. Με ποια ταχύτητα αυξάνεται ο ίσκιος της;  

 

 Φ 

 x 

 Σ  Ο 
 Π 

 s  x 

 1,6 

 Κ 

 8 

           (Ασκ. 5 Β΄ ομάδας σελ. 244 σχολικό) 

 
Λύση :   

Επειδή τα τρίγωνα ΦΟΣ και ΚΠΣ είναι όμοια ισχύει : 












sx

s

8

6,1
  

xsxssxs
sx

s

4

1
45

5

1



  (1) 

Τα μεγέθη sx,  είναι συναρτήσεις του χρόνου t  έτσι : )(),( tsstxx  , smtx /8,0)(   

και ψάχνουμε το )(ts  που είναι η ταχύτητα με την οποία αυξάνει ο ίσκιος της.  

Η (1) γίνεται )(
4

1
)( txts   άρα  )(

4

1
)( txts  8,0

4

1
)(ts smts /2,0)(  .  
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ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ : 
 
15) Αν το συνολικό κόστος παραγωγής x μονάδων ενός προϊόντος είναι )(x  και η 

συνολική είσπραξη είναι )(x , τότε το συνολικό κέρδος είναι )()()( xxx   και το 

μέσο κόστος είναι 
x

x
x

)(
)(


  .  

i. Να αποδείξετε ότι ο ρυθμός μεταβολής του κέρδους μηδενίζεται όταν ο ρυθμός 
μεταβολής του κόστους είναι ισος με το ρυθμό μεταβολής της είσπραξης.  

ii. Να αποδείξετε ότι ο ρυθμός μεταβολής του μέσου κόστους μηδενίζεται όταν το μέσο 
κόστος είναι ισο με το οριακό κόστος.  

Λύση :  
i. Ο ρυθμός μεταβολής του κέρδους είναι )()()( xxx  .  

Άρα  0)()(0)( xxx )()( xx   

ii. Ο ρυθμός μεταβολής του μέσου κόστους είναι 
2

)()()(
)(

x

xxx

x

x
x













 
  

Άρα 






x

x
xxxx

x

xxx
x

)(
)(0)()(0

)()(
0)(

2

)()( xx  . 

 
16) Ένα εργοστάσιο για την κατασκευή x χιλιάδων μονάδων ενός προϊόντος έχει κόστος 

410060
3

1
)( 23  xxxx  χιλ. ευρώ. Η είσπραξη από την πώληση των προϊόντων 

δίνεται από τον τύπο : 2170030)( 23  xxxx  χιλ. ευρώ. Να βρείτε πότε ο 

ρυθμός μεταβολής του κέρδους είναι θετικός.  
Λύση :   
Το κέρδος )(x  του εργοστασίου δίνεται από τον τύπο  )()()( xxx  

 )(x  2170030 23 xxx  410060
3

1 23 xxx 6180090
3

4
)( 23  xxxx  

Οπότε : 18001804)( 2  xxx  

Ο ρυθμός μεταβολής του κέρδους είναι θετικός όταν : 

 0180018040)( 2 xxx )30,15(0450452  xxx . 

        
ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΓΙΑ ΛΥΣΗ : 
 
17) Να βρείτε το ρυθμό μεταβολής της απόστασης των σημείων Α(1,2) και Β(x,0) ως προς 

x, όταν x=1.  
 

18) Να βρείτε το ρυθμό μεταβολής της απόστασης του τυχαίου σημείου Μ που ανήκει 

στην καμπύλη της συνάρτησης 
xexf )(  από την αρχή των αξόνων ως προς x, όταν 

x=0. 
 

19) Έστω τα σημεία )1,0(  x  και )0,( x . Να βρείτε το ρυθμό μεταβολής , 

i. Της απόστασης των σημείων Α και Β ως προς x όταν x=1. 
ii. Του εμβαδού του τριγώνου ΟΑΒ ως προς x όταν x=1. 
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20) Δίνεται το σημείο Μ(x,y) ανήκει στην καμπύλη της συνάρτησης xexf )( , 0x . Αν 

)0,( 2x , να βρείτε :  

i. Το εμβαδόν Ε του τριγώνου ΜΟΑ ως συνάρτηση του x. 
ii. Τον ρυθμό μεταβολής του εμβαδού Ε του τριγώνου ΜΟΑ ως προς x όταν x=1. 
 

21) Δίνεται η συνάρτηση xxxf ln)(   και ε η εφαπτομένη ευθεία στην καμπύλη της f στο 

σημείο ))(,(  f , 1  . Να βρείτε :  

i. Την εξίσωση της ε 
ii. Τα σημεία τομής Α, Β της ε με τους άξονες x΄x και y΄y αντίστοιχα. 
iii. Το ρυθμό μεταβολής του εμβαδού του τριγώνου ΟΑΒ ως προς α όταν α=e.  
 

22) Να βρείτε το ρυθμό μεταβολής του εμβαδού ενός ορθογωνίου με διαστάσεις 2x  

και xe2  ως προς x όταν x=1. 

 
23) Η θέση ενός υλικού σημείου, το οποίο εκτελεί ευθύγραμμη κίνηση δίνεται από τον 

τύπο ttttxx 3612)( 23   όπου το t μετριέται σε δευτερόλεπτα και το x σε μέτρα. 

i. Να βρείτε την ταχύτητα και στη συνέχεια την ταχύτητα τη χρονική στιγμή t=1s 
ii. Να βρείτε την επιτάχυνση και στη συνέχεια την επιτάχυνση τη χρονική στιγμή t=2s 
iii. Πότε το σημείο είναι ακίνητο; 
iv. Πότε το σημείο κινείται στη θετική και πότε στην αρνητική κατεύθυνση; 
v. Να βρείτε το ολικό διάστημα που έχει διανύσει το σημείο στη διάρκεια των πρώτων 
7s. 

 

24) Δίνεται η συνάρτηση 23 )1()1()(  axxxf  

i. Να βρείτε το α ώστε ο ρυθμός μεταβολής της f ως προς x να μηδενίζει για 
2

1
x . 

ii. Για α=2, να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης ευθείας (ε) στην καμπύλη της f στο 
σημείο Α(2,f(2)). 
 

25) Από ένα σφαιρικό μπαλόνι εκλύεται αέριο με ρυθμό και η ακτίνα του δίνεται από τον 

τύπο ρ(t)=4-t, 0t , t σε ώρες και ρ σε cm. Να βρείτε :  
i. Σε πόσο χρόνο η μπάλα θα λιώσει τελείως. 
ii. Τον μέσο ρυθμό μεταβολής του εμβαδού της όταν ]2,1[t . 

iii. Τον στιγμιαίο ρυθμό μεταβολής του εμβαδού της όταν ht 21    

 
26) Να βρείτε τον ρυθμό μεταβολής του εμβαδού ενός τετραγώνου ως προς την πλευρά 

του τη στιγμή που αυτό είναι ίσο με 36 2m . 
 

27) Σε ένα ορθογώνιο ΑΒΓΔ η πλευρά ΑΒ αυξάνεται με ρυθμό 2 sec/cm , ενώ η πλευρά ΒΓ 

ελαττώνεται με ρυθμό 3 sec/cm . Να βρείτε : 
i. Τον ρυθμό μεταβολής της περιμέτρου του ορθογωνίου, 
ii. Τον ρυθμό μεταβολής του εμβαδού του ορθογωνίου, όταν : ΑΒ=10cm και ΒΓ=6cm. 
 

28) Το ύψος ενός ισοσκελούς τριγώνου ΑΒΓ με σταθερή βάση ΒΓ=16cm μεταβάλλεται με 

ρυθμό 5 sec/cm . Αν τη χρονική στιγμή 0t  το σημείο Α απέχει από την πλευρά ΒΓ 6 cm, 

να βρείτε :  
i. Τον ρυθμό μεταβολής των ίσων πλευρών, 
ii. Τον ρυθμό μεταβολής του εμβαδού του τριγώνου ΑΒΓ. 
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29) Δυο αυτοκίνητα Α και Β κινούνται κατά μήκος δυο κάθετων οδών ΑΓ και ΒΓ με 
ταχύτητα 50km/h και 100km/h αντίστοιχα. Να βρεθεί : 
i. Μια συνάρτηση που δίνει την απόσταση των δυο αυτοκινήτων σε σχέση με τις 

αποστάσεις των οχημάτων από το σημείο Γ.  

ii. Η απόσταση των δυο οχημάτων τη χρονική στιγμή 0t  κατά την οποία το πρώτο 

όχημα απέχει από τη διασταύρωση 800m και το δεύτερο 600m  
iii. Ο ρυθμός μεταβολής της απόστασης ΑΒ ως προς τον χρόνο την παραπάνω 

χρονική στιγμή 0t . 

 

30) Το συνολικό κόστος x μονάδων ενός προϊόντος είναι 50100030)( 2  xxx  και η 

συνολική είσπραξη 100200602)( 23  xxxx  σε χιλ €. Να βρείτε τον αριθμό των 

μονάδων του προϊόντος που πρέπει να παραχθεί ώστε να έχουμε θετικό ρυθμό 
μεταβολής του κέρδους (κερδοφόρα επιχείρηση). 

 
31) Ο όγκος V ενός σφαιρικού μπαλονιού που φουσκώνει αυξάνεται με ρυθμό 

100cm3/sec. Με ποιο ρυθμό αυξάνεται η ακτίνα του r τη χρονική στιγμή 0t , που αυτή 

είναι ίση με 9cm; 
 

32) Δύο πλοία 1  και 2  αναχωρούν συγχρόνως από ένα λιμάνι Λ. Το πλοίο 1  κινείται 

ανατολικά με ταχύτητα 15km/h και το 2  βόρεια με ταχύτητα 20km/h.  

 Ανατολή

 Βορράς

 d=d(t)

 Λ  Π1

 Π2

 
i. Να βρείτε τις συναρτήσεις θέσεως των 1  και 2  

ii. Να αποδείξετε ότι η απόσταση )( 21d  των δυο πλοίων αυξάνεται με 

σταθερό ρυθμό τον οποίο και να προσδιορίσετε. 
 

33) Ένα υλικό σημείο Μ κινείται κατά μήκος της καμπύλης 2( ) 3, 0f x x x   . Όταν το 

σημείο βρίσκεται στη θέση 1(1, 2) , η τεταγμένη του αυξάνει με ρυθμό 3 / minm . Να 

βρείτε τον ρυθμό μεταβολής της τετμημένης του, τη χρονική στιγμή που το υλικό 

σημείο βρίσκεται στη θέση 1(1, 2)  

 

34) Ένα κινητό Μ κινείται στη γραφική παράσταση της συνάρτησης 1( ) ln , 0xf x e x y   , 

έτσι ώστε η τετμημένη του να αυξάνει με ρυθμό 2 / minm . Να βρείτε τον ρυθμό 

μεταβολής της τεταγμένης του σημείου Μ, τη χρονική στιγμή που η τεταγμένη του είναι 
ίση με 1.  

 

35) Ένα σημείο Μ κινείται στη γραφική παράσταση της συνάρτησης ( ) xf x e , 0x  , έτσι, 

ώστε η τετμημένη του να αυξάνει με ρυθμό 1 / seccm . Έστω Ε το εμβαδόν του 

ορθογωνίου ΟΑΜΒ όπου Α, Β οι προβολές του Μ στους άξονες Οx και Oy αντίστοιχα. 

Να βρείτε τη θέση του σημείου Μ τη χρονική στιγμή 0t  που το εμβαδόν αυξάνει με 

ρυθμό 
22 / sececm . 
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36) Κινητό σημείο Μ κινείται στη γραφική παράσταση της συνάρτησης ( ) lnf x x . Να 

αποδείξετε ότι τη χρονική στιγμή 0t  που το σημείο Μ βρίσκεται στον άξονα x΄x ο 

ρυθμός μεταβολής της απόστασης του Μ από την ευθεία y x  είναι ίσος με μηδέν. 

(Να θεωρηθεί γνωστό ότι lnx x  για κάθε 0x  .) 
 

37) Ένα κινητό Μ κινείται στη γραφική παράσταση της συνάρτησης 
1

( )f x
x

  και καθώς 

περνάει από το σημείο (1,1)  η τετμημένη του αυξάνεται με ρυθμό 2 / seccm . Να βρείτε 

το ρυθμό μεταβολής της γωνίας ˆ x   τη χρονική στιγμή που το κινητό περνάει 

από το Α.  
 

38) Ένα υλικό σημείο Μ κινείται κατά μήκος της καμπύλης ( )f x x  έτσι, ώστε τη χρονική 

στιγμή που η τεταγμένη του είναι ίση με 2, η τετμημένη του να αυξάνει με ρυθμό 
4 / minm . 

i. Να βρείτε το ρυθμό μεταβολής της απόστασης d=OM όπου Ο η αρχή των αξόνων 
την παραπάνω χρονική στιγμή. 

ii. Να βρείτε το ρυθμό μεταβολής της γωνίας ˆ x   την παραπάνω χρονική στιγμή. 

 

39) Ένα σημείο Μ κινείται στη γραφική παράσταση της συνάρτησης 2( ) ( 1)f x x  . Η 

τετμημένη του Μ είναι θετική και απομακρύνεται από την αρχή των αξόνων με ρυθμό 
2 / seccm . Να βρείτε τον ρυθμό μεταβολής της γωνίας που σχηματίζει η εφαπτομένη 

της fC  στο Μ με τον άξονα x΄x όταν αυτή είναι παράλληλη στην ευθεία με εξίσωση 

( ) : 2022 0x y    , καθώς και την τετμημένη x του Μ την ίδια χρονική στιγμή.  

 

40) Ένα σημείο Μ κινείται στη γραφική παράσταση της συνάρτησης ( ) xf x e , έτσι, ώστε ο 

ρυθμός μεταβολής της τετμημένης του ( )t  να είναι 2( ) ( )t t   . Έστω (ε) η 

εφαπτομένη της fC  στο σημείο Μ και Α το σημείο τομής της (ε) με τον άξονα y΄y. Να 

βρείτε τον ρυθμό μεταβολής της τεταγμένης του σημείου Α, όταν το σημείο Μ έχει 
τετμημένη 2.  

 
41) Μια κάμερα είναι τοποθετημένη στην κορυφή ενός στύλου ύψους 3m. Να βρείτε τον 

ρυθμό μεταβολής της γωνίας θ υπό την οποία η κάμερα παρακολουθεί ένα όχημα που 
κινείται με ταχύτητα 40km/h, όταν αυτό :  
i. έχει απομακρυνθεί από το στύλο κατά 4m, 
ii. Σε 4m θα έχει διέλθει από το στύλο 

 
42) Έστω Τ το εμβαδόν του τριγώνου ΟΑΒ που ορίζουν τα σημεία )0,0(O , )0,(xA  και 

)ln,0( xB , με 1x . Αν το x μεταβάλλεται με ρυθμό 4cm/sec, να βρείτε το ρυθμό 

μεταβολής του εμβαδού Τ, όταν 5x cm. 

 
43) Ένας άνθρωπος σπρώχνει ένα κουτί στη ράμπα του διπλανού σχήματος και το 

κουτί κινείται με ταχύτητα 3m/s. Να βρείτε πόσο γρήγορα ανυψώνεται το κουτί, 
δηλαδή το ρυθμό μεταβολής του y.  

 
 5m y s
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ΘΕΜΑΤΑ ΤΗΣ ΤΡΑΠΕΖΑΣ ΣΤΗΝ ΕΝΟΤΗΤΑ 2.4 
 
ΘΕΜΑ 4 #36815 
Έστω   μια συνεχής συνάρτηση στο διάστημα       , για την οποία ισχύει  

           για κάθε          
α) Να βρείτε τις ρίζες της εξίσωσης       .         (Μονάδες 06) 

β) Αν η γραφική παράσταση της   διέρχεται από το σημείο   0 2 , τότε να βρείτε τον τύπο 

της  .                (Μονάδες 09) 
γ) Να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση της  .         (Μονάδες 04) 
δ) Ένα κινητό κινείται κατά μήκος της καμπύλης της  . Καθώς περνάει από το σημείο 

  -     , η τεταγμένη του   αυξάνεται με ρυθμό   μονάδες το δευτερόλεπτο. Να βρείτε 

τον ρυθμό μεταβολής της τετμημένης   του κινητού τη χρονική στιγμή που περνάει από το 
 .                (Μονάδες 06) 
 
ΘΕΜΑ 4 #36787 

Δίνεται η συνάρτηση        με          
 

 
 .         

α) Να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της   στο σημείο Α α     α   

έχει εξίσωση     α  
 

 
    α .                                                                    (Μονάδες 8) 

β) Ένα αυτοκίνητο κινείται τη νύχτα, κατά μήκος ενός επίπεδου δρόμου. Θεωρήστε το 

αυτοκίνητο ως σημείο στο επίπεδο Ο   και τη γραφική παράσταση της συνάρτησης  , ως 
τον δρόμο που αυτό κινείται, όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήμα. Σε μια συγκεκριμένη 

χρονική στιγμή   , που το αυτοκίνητο βρίσκεται στο σημείο Α , οι προβολείς του φωτίζουν 

μια πινακίδα που βρίσκεται στο σημείο Β     
 

 
  .   

i. Να βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου Α .                     (Μονάδες 8) 

ii. Αν ο ρυθμός μεταβολής της τετμημένης του αυτοκινήτου τη χρονική στιγμή   , είναι 
 , να βρείτε τον ρυθμό μεταβολής της τεταγμένης του αυτοκινήτου, τη χρονική 
στιγμή   .                     (Μονάδες 9) 
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ΘΕΜΑ 4 #25257 
Στο παρακάτω σχήμα φαίνεται ένα παράθυρο το οποίο αποτελείται από το ορθογώνιο 
  και το ισοσκελές τρίγωνο  . Είναι 0,8  m, 1,6  m,  mx  , 1 m. 

Το ορατό κάτω μέρος   μιας ηλεκτροκίνητης σίτας, κατεβαίνει παράλληλα προς την 
αρχική της θέση  , με σταθερό ρυθμό, ώστε το   να διαγράφει το ευθύγραμμο τμήμα 

  (με 0  ). Αν  x    είναι το εμβαδό του παραθύρου που καλύπτει η σίτα, τότε : 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
α) Να αποδείξετε ότι για το εμβαδό  , ισχύει 

 

2 4
           ,  αν 0,

5

8 16 4 9
,  αν ,

5 25 5 5

x x

x

x x

  
 

  
  

      

 , σε 2m .                                                  (Μονάδες 08) 

 

β)Να αποδείξετε ότι ο ρυθμός μεταβολής του εμβαδού   ως προς ,x  όταν 
4

 m
5

x  ,  είναι 

ίσος με  24 8
 m / m

5 5

 
  
 

.                     (Μονάδες 09) 

 
γ) Να βρείτε το ρυθμό μεταβολής του εμβαδού   ως προς τον χρόνο t , τη χρονική στιγμή 

για την οποία ισχύει 
4

   m
5

x  , αν δίνεται επιπλέον ότι     0,08 m/sx t   για κάθε 0t  . 

(Μονάδες 08) 
 


